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Curs 1: Logica propozitionala si a predicatelor

Asumam ca toate obiectele teoriei sunt multimi, altfel spus nu se face distinctia intre
elemente si multimi.

Definitie 1. Se numeste enunt (sau expresie) a limbajului formal un gir finit de simboluri,
format dupa o serie de regquli:

1. Simboluri de tip nume care descriu mulfimi. Sunt doua tipuri de nume: nume constant
(care determind un obiect bine precizat) si nume variabil (care determina un obiect
neprecizat). Exista o mulfime infinita de nume: x,y, z,a, A, B,C etc..

2. Paranteze “(” si “)” care au rolul de a delimita portiuni de expresie pentru a elimina
ambiguitatile.

3. Conectori logici care au ca scop constructia de expresii pornind de la expresii date.
Astfel, daca P si QQ sunt expresii deja construite atunci:

(P) AN (Q) (se citeste P si Q)
(P)V (Q) (se citeste P sau Q)
—(P) (se citeste non P)

) A
)V
4. Cluantificatort logici:

Cuantificatorul universal: ¥ (oricare) o variabila se referd la toate obiectele dintr-o
expresie.

Cuantificatorul existential: 3 (exista) o variabild se referd la macar un obiect dintr-
0 expresie.

Exemplu 1.

1. (Vx)P(x) - pentru orice x are care loc P

2. () P(z) - exista un x pentru care are loc P
Definitie 2. Fie o expresie P. Spunem ca:

- variabila x este Libera in expresia P daca x apare in P, dar P nu confine nici o cu-
antificare a lui © (nu avem prezente in P subsiruri de forma ¥z ... sau 3x...). De
exemplu: x > 0.

- variabila x este legata in expresia P daca x nu este libera (existda in P subgiruri de
forma V... sau 3x...). De exemplu: z*> > 0,Vxr € R; Vz € R, 2* > 0.

Definitie 3. O expresie P care nu confine variabile libere se numeste propozitie.

Definitie 4. O expresie P care contine variabile libere P(x1,...,x,) se numeste predicat.
Daca x4, . .., x, se inlocuiesc cu constantele cy, ..., c,, atunci P(cq,...,¢c,) este o propozitie.

Definitie 5 (Semantica). Oricarei propozitii i se asociaza o unicd valoare de adevar: 0
(propozitie falsa) sau 1 (propozitie adevarata,).

Definitie 6. Doua propozitii sunt echivalente daca au aceiasi valoare de adevar.



Definitie 7 (Disjunctia). Fie p si q¢ propozitii. Disjunctia propozitiilor p si q este adevarata
daca cel putin una dintre propozitii p sau q este adevarata. Se noteazda pV q.

bpvyg

\%
0
1
1
1

—_—_ 0 O3
— O~ O

Definitie 8 (Conjunctia). Fie p si q propozitii. Conjunctia propozitiilor p $i q este adevarata
daca atat p cat si q sunt adevarate. Se noteaza p A q.

Plqa|pPNg
00 O
01} O
110 O
111 1

Definitie 9 (Negatia). Fie p o propozitie. Negatia lui p este adevdarata daca p este falsa. Se
noteaza —p.

p|p
0] 1
110

Definitie 10 (Implicatia). Fie p si ¢ propozitii. Propozitia —pV q se scrie prescurtat p — q.
Aceasta propozitie inseamnda ca daca p este adevarata, atunci q este adevarata. Astfel spus,
p — q este adevarata dacd fie p este falsa, fie p este adevarata si atunci q este adevarata.
Intepretare: “p este conditie suficienta pentru q”, “daca are loc p, atunci are loc q¢”, “din p
rezulta q”, “q consecinta a lui p”.

pPlq|pP—4q
00 1
01 1
110 0
111 1

Definitie 11 (Echivalenta). Fie p si q propozitii. Propozitia p <> q este adevdrata daca au
loc implicatiile p — q si ¢ — p. Intepretare: “p este condilie necesara si suficientd pentru
q”, “are loc p daca st numat daca are loc q”.

pP<q

>
1
0
0
1

—_—_ 0 o3
— O~ O

Definitie 12.
Se numeste tautologie o propozitie care este intotdeauna adevaratd.

Se numeste contradictie o propozitie care este intotdeauna falsa.



Demonstratia unei tautologii (contradictii) se face, de regula, utilizand valorile de adevar.
De exemplu, (=(p A q)) <> (—p V —q) deoarece —(p A q) este adevarata daca gi numai daca
—p V —q este adevarata :

p ¢ pAqg ~(pAg) —p —q —pV—q
00 0 1 1 1 1
01 0 1 1 0 1
10 0 1 0 1 1
11 1 0 0 0 0

Teorema 1. Fie p,q,r propozitii. Avem urmatoarele tautologii:

1.

10.

11.

12.

(pAg)AT) < (pA(gAT)),((pVq) Vr) < (pV(gVT)) (asociativitatea operatorilor
AsV),

(pANq) < (gADp), (pVq) < (¢VDp) (comutativitatea operatorilor A, V),

(pA(gvr) < ((pAgVpAT)), (pVI(gAT) < ((PVa)A(pVr)) (distributivitate),
(=(pA @) ¢ (=pV =q), (=(pVq) < (mpA—q) (legile lui De Morgan),

—(—p) <> p (legea dublei negatii),

pV —p,=(p A -p) (legea tertului exclus),

(p A =p) — q (pornind de la o contradictie, deducem ca orice este adevdrat),

(p— @) © (p A ~q) (negarea implicatici),

(p—=q)N(qg—r1)) = (p—r1) (regula silogismului),

(p = q) < ((pA—q) = (r A=) (regula de demonstratie prin reducerea la absurd adicd
din presupunrea cd p §i —q sunt adevdrate rezulta o contradictie),

(p—(qVvr)) < (pA—g) =),

(p—q) < —~q— —p.

Teorema 2 (Tautologii in logica predicatelor). VP, Q, R avem:

1.

~((Vr)(P(x)) < (Fr)(~P(x))
~((B2)(P(z))  (Vr)(~P(z))
((V2)(Vy) (P(2,y)) < ((Vy)(Vz)(P(z,y))
(B2)By)(P(z,y)) < (By)(Fx)(P(z,y))
(Vz)(P(z)) = (32)(P(x))

Fie s o propozitie. Atunci:

) <
) <



s A (Bx)(p(x)) < ((Fr)(s A p(e))
sV (V) (g(z)) < ((vz)(s V q())

Ordinea cuantificatorilor intr-un predicat este importanta. De exemplu, fie sirul (z,) C R.
Spunem ca x, — x daca Ve > 0,3n, € N,Vn > n., | z, — z |< e. Asadar fiecare n. depinde
de €, adica pentru fiecare ¢ am putea avea un alt n, astfel incat sa aiba loc proprietatea
mentionata. Pe de alta parte, intr-un grup (G, -) avem Je € G,Vz € G,z -e = e-x = x, ceea
ce spune ca acelagi e (element neutru) exista pentru toti acei x € G.

Definitie 13 (Deductia logica). O propozitie Q) este consecinta a propozitiilor Py, ..., P,
daca @) este adevarata atunci cand Py, ..., P, adevarate. Propozitiile P, ..., P, se numesc
premise iar () este concluzie.

Notatie: Dy, Dy

Scheme clasice de deductie:

1. Modus Ponens: %—W)

2. Reducere la absurd: W

g P=0Q,Q—=R
3. Silogism: PR

PvQ,-P

4. Silogism disjunctiv:

L. P=Q
5. Contrapozitie: 0= -P

PVRP—Q R—Q
Q

6. Analiza cazurilor:

Definitie 14 (Metode clasice de demonstratie).

. . . , P P R
1. Reuniunea premiselor: inlocuim = cu O
2. Demonstratie prin contrapozitie: inlocuim PQR cu P;_]'%Q,

3. Demonstratie prin reducere la absurd: in loc de 5 aratam ca P N\ —Q) contradictie.
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Curs 2: Multimi si operatii de multimi
Notiuni primare (de la care pornim in definirea celorlalte concepte):
- multime; toate obiectele teoriei sunt multimi;
- relatie de apartenenta: a € A inseamna A contine pe a.

Toate elementele unei multimi sunt multimi.

Axiomele toriei multimilor

Axioma 1 (Axioma extensionalitatii). Pentru orice doud multimi A si B, avem
(Va)(a€e A<»a€eB)) - A=1B

Aceasta axioma precizeaza faptul ca daca doua multimi contin fix aceleasi elemente,
atunci ele sunt egale. Altfel spus, o multime este precis determinata de elementele sale.

Implicatia inversa este evidenta. Daca A, B sunt multimi, atunci spunem ca A C B (A inclus
in B sau A submultime a lui B) daca (Va)((a € A) — (a € B)). Astfel A=B < AC Bii
B C A.

Axioma 2 (Axioma multimii partilor).
(VA)(3P)((Va)(a € P <» a C A))

Pentru orice multime A exista o multime P care contine exact submultimile lui A. Mai
mult, P este unica cu aceasta proprietate din axioma extensionalitatii.

Axioma 3 (Axioma reuniunii). Pentru orice mulfime A, exista o mulfime avand ca elemente
toate elementele multimilor din A.

(VA)(3B)(Vz)((x € B) +» (Ic)(c€ ANz € ¢))

Notam
B:Uc:{x|$€c/\c€A}.

ceA

Axioma 4 (Axioma schema a substitutiei).

Definitie 1. O expresie E(x,y) se numeste relafie functionala daca pentru orice x existd cel
mult un y astfel incat E(x,y) este adevdarata:

(V) (Vy) (V2) ((E(z, y) A E(z, 2) =y = 2))
Axioma: Pentru orice relatie functionald E(x,y) avem:
(Va)(30)(Vy)(y € b > ((Fz)(z € a A E(x,y))).

Informal, exista imaginea multimii a prin relatia functionala E. Aceasta imagine este unica
conform axiomei extensionalitatii.



Proprietate 1 (Proprietatea selectiei). (este o consecintd a ariomei schema a substituiei)
Pentru orice multime A si orice expresie P(x), existd multimea elementelor din A care
satisfac proprietatea P.

(VA)(3B)(Vz)(x € B+ (x € AN P(x))).

Demonstratie. Fie E(z,y) : 'z =y A P(y)'. Evident E este relatie functionala. Din axioma
substitutiei avem

(VA)(3B)(Vy)(y € B <> (Jz)(x € AN E(2,y)))
(VA)(3B)(Vy)(y € B <> (Fr)(z € ANz =y A P(y)))
(VA)(3B)(Vy)(y € B <> (y € AN P(y))).
O
Obervatie 1. Pentru P(x) : 'x # 2’ aplicand proprietatea selectiei obfinem o unica mulfime

g :={x € A|x#a}. Aceasta multime este unica si evident nu contine nici un element.
Deci @ C A pentru orice multime A.

Obervatie 2. Se pot defini multimile AN B si A — B pentru orice mulfimi A si B:
AnNB={xec Az e B}
A-B={rx€A|z ¢ B}
Axioma 5 (Axioma infinitatii).
X))@ e XANVr)(re X - aU{z} € X))

Teorema 1. Fie a st b doua multimi. Atunci exista ¢ o mulfime care contine doar elementele
a st b

(Va)(Vb)(de) (Vo) ((z € ¢) <> (x =aVz =D)).
Demonstratie. Stim ca 3. Din axioma multimii partilor exista P(&). Deoarece @ C &,
avem @ € P(@). Mai mult P(@) ={@2}. P(P(w)) ={2,{@}}. Fie expresia E(x,y):

E(x,y): (t=2ANy=a)V(x={}Ay=0>).

E(z,y) este relatie functionala si conform axiomei subtitutiei exista {a, b} - imaginea multimii
P(P(2)) ={@,{2}}, care este unica conform axiomei extensionalitatii. O

Fie a si b multimi. Atunci, aplicand teorema precedenta multimilor a si @ avem ca exista
{a}. Evident exista {a,b}. Aplicind din nou teorema anterioara multimilor {a} si {a, b},
exista multimea

{{a}, {a,b}} : "F(a,b)
Obervatie 3. Va,b,c,d mulfimi avem (a,b) = (¢,d) < a = ¢ $i b = d. Recursiv definim
(a1,...a,) = ((a1,...an_1),a,).
Definitie 2. Fie A si B doud multimi, a € A si b € B. Atunci (a,b) = {{a},{a,b}}.
Cum {a} € P(AU B) si {a,b} € P(AU B), avem {{a},{a,b}} € P(P(AU B)). Conform

proprietatii selectiei putem defini
Ax B={x € P(P(AUB)) | (Ja)(3b)(x = {{a},{a,b}} Nac ANbE B)}
= {(a,b) |a € ANb € B}.
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Curs 3: Relatii binare. Functii

Definitie 1. Fie A si B doud mulfimi.O relatie binara intre elementele lui A si B este o
submulfime p C A X B.
Notam (a,b) € p cu apb.

Definitie 2. O relatie binara p C A x B se numeste functie daca Va € A, b € B astfel
incat apb.
Mai ezxact: p este functie de la A la B <

e Va € A 3b € B astfel incat (a,b) € p
o (a,b)epA(ab)ep=b=10
Notam (a,b) € p cu p(a) = 0.
Definitie 3. Fie A, B,C multimi. Fie p C Ax B sin C B x C' doua relatii binare.
1. Domeniul lui p este multimea D, = {a € A|3be€ B cu (a,b) € p}
2. Imaginea lui p este multimea I, = {b € B | Jda € A cu (a,b) € p}
3. Inversa relatiei p este relatia p~' = {(b,a) € B x A | (a,b) € p}
4. Compusa relatiilor n si p este no p={(a,c) € Ax C | 3b(b e B AapbAbnc)}
Obervatie 1.
() t=p
(ron00) = (pom)oa = po(o0)
(pom)™t=n"top™
Definitie 4. Fie A si B doua multimi si X C AY CB, f: A— B functie.
1. Multimea f(X) = {f(z) |z € X} C B se numeste imaginea lui X prin f.

2. Multimea f~'(Y) = {zx € A | f(z) € Y} C A se numeste imaginea inversd a lui Y
prin f.
Definitie 5. Fie I o multime si X o multime fixata. O functie u : I — X se numeste familie

de multimi indexata dupa I.
Notam (u(i))ier cu (Xi)ier sau {X; |i € I}.

Avem
UXi ={x € X | Ji € I astfel incat = € X}
icl
ﬂXi:{xeX\ViEIavemxeXi}
icl
Definim

[[xi={r-1-UXilfti)eX,vier}

el i€l



Propozitie 1. Fie A, B doud multimi f : A — B o functie si (X;)ier € A, (y)jes C B.

Avem
FUJx) = rx)

f(nXi) < mf(Xi)
Uy =Uron)
POV = (1)

Definitie 6. Fie A st B doua multimi si f: A — B o functie. Spunem ca:
i) f este injectiva daca Vrx,y € A, f(z) = f(y) =z =1y.
i1) f este surjectiva daca Vy € B,3x € A astfel incat f(x) =y.
iii) f este bijectiva daca f este injectiva si surjectivd.

i) f este inversabila daca g : B — A astfel incat (go f)(z) =x,Vx € A si (fog)(y) =
y,Vy € B.

Functia 14 : A — A, 14(x) = = se numeste identitate i este bijectiva.
O functie f : A — B este injectiva daca si numai daca f((;c; Xi) = e, f(Xi) pentru
orice familie de multimi (X;),e; C A.

Teorema 1. Fie f : A — B o functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i) f este injectiva,

i1) pentru orice multime C gi pentru orice functii g,h: C — A, daca fog= foh rezulta
g=nh,

i11) daca A # @ atunci 3g : B — A astfel incat go f = 14.

Demonstratie. ii) = 1i). Presupunem prin reducere la absurd ca Jz;,29 € A cu z7 # x9
si f(z1) = f(xg). Fie C = {x1,22}. Definim g,h : C — A prin g(z1) = z1, g(z2) = 22,
h(z1) = x1, h(xe) = x1. Evident, g # h, dar f(g(z2)) = f(x2) = f(z1) = f(h(xg)) si
flg(x1)) = f(x1) = f(h(z1)) adica fog= foh.
-1
i) = iii). Definim g : B — A prin g(b) = {f (1bh).be Imf
ag,b ¢ Imf
este imaginea lui f si ap € A este fixat. Din injectivitatea lui f, avem ca f~'({b}) este o
multime formata dintr-un singur element pentru b € Imf i, deci, g este bine definita i
avem (go f)(a) = g(f(a)) = a,Va € A.
iii) = ii). Fieg: B — A cu (go f)(a) = a. Fie aj,ay € A astfel incat f(a;) = f(az).
Atunci g(f(a1)) = g(f(az)) de unde a; = ay. Deci f este injectiva. Daca fog = foh/,

atunci Va € C' avem ci f(¢'(a)) = f(H(a)) 225 ¢'(a) = I (a) = g’ = }'. O

unde f(A) = Imf

Teorema 2. Fie f: A — B o functie. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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i) f este surjectiva,
it) pentru orice multime C' gi pentru orice functii g,h: B — C, daca go f = ho f, atunci
g=nh,
iii) Erista o functie g : B — A astfel incdt f o g = 1p.
Demonstratie. Exercitiu dupa cursul in care este prezentata Axioma alegerii. O
Teorema 3. Fie f: A— B sig: B — C doua funtii. Atunci
i) go f este injectiva = f injectiva,
ii) go f este surjectiva = g surjectivd,
iii) f,g sunt injective = g o f injectiva,
i) f,g sunt surjective = g o f surjectiva,
v) [ este inversabila < f este bijectiva,
vi) Fie f* : P(B) — P(A), f*(Y) = f7YY),VY € P(B). Atunci f* injectivdi < f
surjectiva.
Fie A o multime. Se poate demonstra ugor ca functia
g:P(A) = {f:A—={0,1} | f functie}
l,ae X

g(X) =Xx unde Xx : A — {0,1}, Xx(a) = Oaed—X este bijectiva.

Xx se numegte functia caracteristica a lui X. Astfel oricarei submultimi a lui A i se
asociaza in mod unic functia sa caracteristica.

Teorema 4. Fie A o multime si B,C' C A. Avem

1. X3=Xp, Xg =0, Xa = 1, unde prin 1 am notat functia h : A — {0,1}, h(z) = 1,Vz €
A ;

B CC = Xp < X¢ (adica Xp(z) < Xe(x),Vr € A);
B=C<& X =X¢;
Xa—p =1— Xp; (X¢, = 1— Xp) Cp este complementara lui B fatd de A.

XBnc = Xc* XB

S G o

XBuc = X+ Xc— XB X¢o

7. XBfC = XB— XB XC’
Exemplu 1. Fie A, B C X doud multimai:

e Demonstram ca A — B = AN Cp (unde, daca A,B C X,Cp == X — B). Avem
Xa—p =Xa— Xa Xp. Dar Xanc, = Xa(l— Xp) = Xa— Xa Xp de unde rezulta A— B =
ANCpg (conform Teorema 4.3)

e Demonstram ca Caug = C4 N Cg. Avem
XCaup = (1_XAUB) =1- (XA+ Xp— Xa XB) =1-X4— X+ XaXpB.
XCAHCB = XCA' XCB - (1_XA)(1_ XB) = 1-Xa— Xp+ XaXs.
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Curs 4: Relatii de echivalenta

Fie A o multime nevida si p o relatie pe A. Spunem ca p este relatie de echivalenta daca:

e p este reflexiva: Va € A, apa;

e p este simetrica: Va,b € A, apb — bpa;

e p este tranzitiva: Va,b,c € A, apb A bpc — apc.
Fie A o multime si p o relatie de echivalenta pe A.

- Multimea [a], := {b € A | bpa} se numeste clasa de echivalenta a lui a. Daca b € [a],
spunem ca b este echivalent cu a modulo p.

- Multimea A/p :={[a], | a € A} se numeste multimea factor (cat) a lui A in raport cu
p-

- Multimea S C A se numegte sistem de reprezentanti pentru clasele de echivalenta mo-
dulo p daca orice element a lui A este echivalent modulo p cu exact un element din S.
Existenta unui sistem de reprezentanti pentru orice multime A si orice relatie p peste A
este echivalenta cu axioma alegerii. S este sistem de reprezentanti pentru A si p daca:

(Va € A)(3s € S)(aps) A (Yu,v € S)((upv) — u = v).

Exemplu 1. Pe multimea numerelor intregi Z. definim relatia =,, prin

aznb:ngt' a=bmodn)en|la—1>b

lal=, :=[a]={b€Z|n|a—1b}
Z)=, =7, =A[0,[1],...,[n—1]}

Propozitie 1. Fie A o multime si p o relatie de echivalenta pe A. Fie a,b € A. Atunci
urmatoarele afirmatit sunt echivalente:

i) apb
i) a € [b],

i) fal, = [,

Demonstratie. i) — ii) din definitie.

ii) — iii). Fie ¢ € [a],. Deci cpa. Deoarece a € [b], avem apb, deci cpb din tranzitivitatea
lui p. Astfel ¢ € [b],. Reciproc d € [b], = dpb. Dar apb, deci bpa din simetria lui p. Astfel
dpa din tranzitivitatea lui p, adica d € [a],. Avem [a], C [b], si [b], C [a], de unde obtinem
al, = [8] A

iii) — i). Deoarece apa (p este reflexiva) avem ca a € [al,. Intrucat [a], = [b],, vom avea
a € [b], adica apb. O

Definitie 1. Fie A o multime si P C P(A) — @. Spunem ca P este o partitie a lui A daca:

L A=UypX
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2. \V/Xl,XQ e P X, #XQ =X NXy=0
Teorema 1.
1. Daca p este o relatie de echivalentd pe A, atunci A/p este o partitie a lui A.

2. Daca P este o partitie a lui A, atunci pp este o relatie de echivalenta peste A, unde
apyb & 31X € P astfel incat a,b € X.

3. Fie R(A) multimea relatiilor de echivalenta peste A si P(A) multimea partitiilor lui A.
Daca definim:

[ R(A) = P(A), f(p) = A/p.¥p € R(A),
g:P(A) = R(A),g(P) = pp,VP € P(A).
atunci fog=1py st go f = 1gr.
Demonstratie.

1. Din reflexivitatea lui p avem a € [al,, Va € A. Deci [a], # @,Va € A. Fie [a],, [b], € A/
p cu [a], # [b],. Presupunem prin reducere la absurd ca 3¢ € [a],N[b],. Atunci c € [a],,
adicd cpa si ¢ € [b], adica cpb. Astfel apc si cpb, deci apb din tranzitivitatea lui p.
Obtinem [a], = [b],, o contradictie.

Mai ramane sa aratam ca A = Ji,cq/,lal,- Fie a € A. Atunci a € [a], deoarece p este

reflexiva. Deci A C ca,lal,-

Incluziunea inversa este evidenta deoarece b € [a], = b € A.

2. 9timca A=JypXsicaVXy, Xo€ P X, # Xy = X1NXy=0a. Fiea € A. Atunci
a € Uyep X, deci 3X € P astfel incat a € X. Deci appa, adica pp este reflexiva. Daca
avem appb, evident 3X € P astfel incat a,b € X, deci si b,a € X, adica bppa, deci pp
este simetrica.

Fie acum a,b,c € A cu appb si bppc. Deci 34Xy € P cu a,b € X; si Xy € P cu
b,CEXQ. Cumbe XiNXy = X; = Xs.

Deci a,b,c € X; = appc, prin urmare pp este tranzitiva.

3. Fie P € P(A). Aratam ca f(g(P)) = P adica A/pp = P sau, echivalent, {[a],, | a €
A} = P. Fiea € A. Atundi [a],, = {b€ A |bppa} ={bec A|3IX € Pa,b e X}
Cum a € A = Uyep X = X € P astfel incat a € X. Deci [a],, = X € P. Astfel
{lal,, | @ € A} C P. Reciproc. Fie X € P. Deci X # @, adica 3z € X. Avem
2], ={y€eA|FY ePuryeY} DarzeX,zeY=>2reXNY. CumXNY =2
daca X #Y, avem [z],, = X, deci P C {[a],, | a € A}.

Acum aratam ca g(f(p)) = p pentru orice p € R(A), adica pa/, = p,Vp € R(A). Fie
p € R(A). Fie (a,b) € A x A.

Atunci (a,b) € paj, & 3X € A/p astfel incat a,b € X & Iz € Aa,b€ 2], & Tz €
A, apz Nbpz < apb < (a,b) € p. Deci pas, = p.
0

e Fie f: A — B o functie. Definim relatia p := ker f pe multimea A prin: apb < f(a) =
f(b),Va,b, € A. ker f este nucleul lui f. Evident ker f este relatie de echivalenta.



e Fie p o relatie de echivalenta pe multimea A. Functia p, : A = A/p,p,(a) = [a], se
numeste proiectia canonica a lui A.

Teorema 2. Fie f: A — B o functie si ker [ relafia de echivalenia pe A: aker fb < fla) =
f(b). Atunci exista o unica functie bijectiva f : A/ ker f — Imf astfel incat f =10 f o pyer s,
unde i : Imf — B, i(x) = z,Vx € Imf.

Demonstratie. Se defineste f([z]ier f) = f().

e f este bine definitd. Presupunem ci pentru z,y € A/ker f avem [2)xer; = [Y]ker s-

Atunci z ker fy, adici (z,y) € ker f, de unde f(x) = f(y) si deci f([)xer £) = f([Y)xer £)-

e f este injectivd. Presupunem ca pentru z,y € A avem f([Z]yerf) = f([Y)rers) adica
f(x) = f(y), deci xker fy de unde [Z]ker f = [Y]xer f-

o f surjectiva. Fie y € Imf. Atunci 3z € A astfel incat f(z) =y. Deci f([2]kerf) = ¥,

e f unica cu proprietatea din enunt. Fie g : A/ ker f — Imf astfel incat f =140 g o pre -

Atunci (i 0 g) © prer f = (10 f) © Prer r de unde, deoarece pye, f este surjectiva, rezulta ca
iog:iO?%g:T.
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Curs 5: Relatii de ordine. Latici

Relatii de ordine

Fie p o relatie de ordine pe A. Spunem ca p este relatie de ordine pe A daca:

1. p este reflexiva: Va € A, apa;
2. p este antisimetrica: Va,b € A((apb si bpa) — a = b);
3. p este tranzitiva: Va,b,c € A((apb i bpc) — apc).

Notatie. Relatiile de ordine se noteaza, de regula, cu < sau C.
Fie < o relatie de ordine peste A. Spunem ca (A, <) este multime ordonata sau multime
partial ordonata.

e Daca Va,b € A avem a < b sau b < a, spunem ca (A, <) este total ordonata (< este
relatie de ordine totala).

Fie (A, <) o multime partial ordonata gi X C A.

e Un element m € A se numeste minorant pentru X daca m < z,Vr € X.

Un element M € A se numeste majorant pentru X daca z < M,Vz € X.

Submultimea X se numeste minorata daca are un minorant.

Submultimea X se numeste majorata daca are un majorant.

Daca m € X este minorant pentru X, spunem ca X are un minimum (prim element).
e Daca M € X este majorant pentru X, spunem ca X are un maximum (ultim element).

Exemplu 1. (N, <) este o multime total ordonatd. Similar (Z,<), (Q, <), (R, <) cu relatiile
de ordine uzuale sunt total ordonate.

Exemplu 2. (N,|), unde | este definita prin: a | b < e € N astfel incat b = a - ¢, este o
multime partial ordonata. Totusi (N,|) nu este total ordonata (de exemplu 3X4 i 4X3). 0 este
mazimum pentru (N, ]) iar 1 este minimum pentru (N, |).

Definitie 1. Fie (A, <) o multime partial ordonata:

e m € A se numeste element mazimal a lui A daca Ve € A,m < x = m =z (nu exista
in A un element mai mare decit m);

e M € A se numeste element minimal a lui A dacaVx € A,z < M = x = M (nu exista
in A un element mai mic decat M ).

Definitie 2. Fie (A, <) o mulfime partial ordonata si X C A. Fie Maj(X) multimea
magjorantilor lui X si Min(X) multimea minorantilor lui X. Dacd exista ¢ care este mi-
nimum al lut Maj(X), atunci ¢ € Maj(X) este supremumul lui X. Daca exista d care este
mazimum al lui Min(X), atunci d € Min(X) este infimimul lui X .



15

Obervatie 1. Fie (A, <) o mulfime partial ordonata gi X C A.
e Fied € A. Avem d infimum al lui X (notat d = NX sau d = infX ) dacd si numai
daca:
-d <z VreX (deste minorant al lui X ),
- Vd € A astfel incat d < z,Vr € X = d < d (d este mai mare decdt orice alt

minorant al lui X ).

o Fiece A. Avem c supremum al lui X (notat ¢ = VX sau ¢ = supX ) daca si numai
daca:
- x <c¢Vre X (c este majorant al lui X ),

-V € A astfel incat v < d,)Vx € X = ¢ < ¢ (c este mai mic decdt orice alt
magjorant al lui X ).

Propozitie 1. Fie (A, <) o multime partial ordonata si fie XY C A astfel incat exista
VX, VY, AX,A\Y. Atunci:

e Dacax € X avem NX <z < VX,

e Dacax € A six < ANX, rezulta v < y,Vy € X,
o Dacay e A si VX <y, rezulta z < y,Vz € X.
e Daca X CVY, atunct VX < VY s1 \Y < AX.

Demonstratie. Primele trei puncte sunt evidente. Pentru ultimul punct:
Fiere X. Cum X CY =ze€Y = x < VY. Deci x < VY,Vxr € X. Din definitia VX
avem VX < VY. ]

Definitie 3. Fie (A, <) o multime partial ordonata. Spunem ca (A, <) este bine ordonatd
daca pentru orice X C A, X # @ avem ca X are minimum.

Teorema 1. Daca (A, <) este o mulfime partial ordonata, urmatoarele afirmatii sunt echi-
valente:

1. (A, <) este bine ordonata

2. (A, <) este total ordonata, exista m minimul lui A gi pentru orice X C A, daca X
satisface proprietatile:

i) meX
ii) pentru oricea € A,({r e Alz<a}CX=aeX

atunct X = A.

Demonstratie. 1) = 2). Presupunem ca (A, <) este bine ordonata. Atunci Va,b € A, {a, b}
are minimum. Deci a < bsau b < a, de unde A este total ordonata. Evident 3m = minimum
A. Presupunem prin reducere la absurd ca exista X C A care satisface conditiile i) i ii) dar
X # A.

Deci A— X # @, adica Jy = minimum A — X. Atunciy € A— X, deciy ¢ X. Fiex € A
cux <y. Atunci z € X pentru ca, altfel, s-ar contrazice definitia lui ¥y = minimum A — X.
Deci {x € Az <y} C X sidin ii) urmeaza y € X, contradictie cu y ¢ X.

2) = 1). Presupunem prin reducere la absurd, ca are loc 2) dar (A, <) nu este bine
ordonata. Atunci 3X C A, X # @ dar X nu are minimum. Vom avea:
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i) m € A— X pentru ca daca m € X, cum X C A, am avea m = minimum X, o
contradictie.

ii’) Pentru orice a € A, sa presupunem ca avem {z € A | z < a} € A — X. Daca am
avea a € X, deoarece A este total ordonata si elementele mai mici decat a apartin lui
A — X, s-ar obtine ¢ = minimum X, o contradictie. Deci a € A — X si astfel A — X
satisface proprietatile i) i ii’), de unde, conform 2), avem A — X = A, adica X = &,
o contradictie.

]

Propozitie 2. Fie (A, <) o mulfime bine ordonata si f : A — A o functie strict crescatoare,
adica v <y = f(x) < f(y),Yo,y € A. Atunci a < f(a) pentru orice a € A.

Demonstratie. Sa presupunem ca Jzg € A astfel incat f(xg) < mo. Astfel X = {z € A |
f(z) <z} # @ gi Im = minimum X, m € X. Deci f(m) < m. Deoarece f strict crescatoare,
avem f(f(m)) < f(m), adica f(m) € X si deci m < f(m), o contradictie. O

Latici

Definitie 4. O multime partial ordonata (L, <) se numeste latice daca pentru orice elemente
x,y € L exista infimum {x,y} € L si supremum {z,y} € L.

Exemplu 3. (P(X), Q) este latice pentru orice multime X. Daca A, B C X, atunci infimum
{A,B} = AN B si supemum {A, B} = AU B.

Exemplu 4. (N,|) este latice. Daca a,b € N atunci infimum (a,b) = c.m.m.d.c. (a,b) si
supremum (a,b) = c.m.m.m.c. (a,b).

Teorema 2. O mulfime L poate fi inzestrata cu o relatie de ordine laticeala < daca si numai
daca exista doua functit V: L x L — L g1 AN: L x L — L care satisfac proprietatile:

i) asociativitate:
aN(bAc)=(aNb)Nc
aV(bVe)=(aVb)Ve

i) comutativitate:
aNb=bAa
avVb=0bVa

iii) absorbtie:
aV(aNb)=a
aN(aVb)=a

pentru orice a,b,c € L.

Demonstratie. Daca (L, <) este latice, atunci definim a A b = infimum{a,b}, respectiv
aV b= supremum{a,b}.

i) Asociativitate
Fiex=(aVvb)Vecgiy=aV(bVe). AvemcaaVb<zsgic<z,deundea <z, b<z c<z
sidecia <zsi(bVe) <z adica y < z. Analog z < y. Asociativitatea A este similara.
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ii) Comutativitate
Evident infimum{a, b} = infimum{b, a} si supremum{a, b} =supremum{b, a}.

iii) Absorbtia
Fie z =aV (aAb). Avem a < x. Pe de alta parte a Ab < a,a < asideciaV (aAb) <a
adicad x < a. Deci a = x.

Reciproc, daca exista operatiile binare V, A cu proprietatile din enunt, definim a < b &
aAb=a. Aratam ca a V b = supremum {a, b}, respectiv a A b = infimum {a, b},Va,b € L.
Pentru inceput avem a Vb =0< a Ab=a (x).

Intr-adevir, conform proprietitii de absorbtie avem a Vb = b = a A (avd)=aNnb=
a=aAb. DeasemenecaaANb=a=bV(aANb)=aVb=b=aVb.

Mai mult, dovedim ca aAa=asiaVa=a. (xx).

Intr-adevir a = a A (aVa)siaVa=aV(aA(aVa))=a. Analog cealalta proprietate.
Sa aratam ca < este relatie de ordine:

- reflexivitatea: a < a < a A a = a, adevarata conform (xx).
- antisimetria: a < bgsib<a=aAb=asibANa=0b. DaraNb=bANa= a=0b.

- tranzitivitatea: fiea < bsgib < c. Atunci aAb=asgibAc=>b. Avem aAc = (aANb)Nc =
aN(bAc)=aNb=a=a<c

Aratam ca a A b =infimum{a, b}, conform (x), vom obtine si a V b =supremum{a, b}. Intr-
adevar a A (a Ab) = (aANa)Ab=aANb=aAb<a. AnalogaAb<b. Fieacum c € L astfel
incat c < asgic<b DecichNa=csgicAb=c AtuncicA (aAb)=(cANa)ANb=cAb=c,
deci ¢ < a Ab. Astfel a A b =infimum{a, b}. O

Definitie 5. Daca (L,A,V) si (L', A\, V) sunt latici, o functie f : L — L' este morfism de
latici daca f(x ANy) = f(x) A f(y) si f(x\/y) f(z)V f(y),VYx,y € L. Daca f este bijectiv,
f se numeste izomorfism.

Propozitie 3. Fie (L,A,V), (L',A,V) doua latici i f : L — L' o functie:
a) Daca f este morfism de latici atunci x <y = f(z) < f(y).

b) Daca f are proprietatea ca v < y < f(x) < f(y) si f este bijectiva, atunci f este
morfism de latici.

Demonstratie.

a) Fie z,y € L astfel incat © < y. Avem x Vy = y. Deci f(x Vy) = f(y), adica
fly) = fleVvy) = f@)V fly) = fz) < fy).

b) Fiex,y € L. Avem x <z Vysiy<zVy, ded f(z) < flxVy)si fly) < flxVy).
Conform definitiei supremumului lui {f(z), f(y)} ca fiind cel mai mic majorant al
acestel multimi, avem f(x) V f(y) < f(x Vy) ().

Sa presupunem ca z este un majorant a lui f(z) si f(y) adica f(z) < z si f(y)
Deoarece z € L vom avea ca exista t € L astfel incat z = f(t). Deci f(x) <

fly) < f(t), deunde x <t gy <t giinfinal zVy <t deunde f(zVy) < f(t)
Deci f(xVy) este cel mai mic majorant al lui f(x) gi f(y) adica f(zVy) = f(z)V f(y).

Exemplu 5. Fie XY multimi st f: X — Y o functie:
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a) f*:PY) = PX), f(Z2)=f12),VZ € P(Y) este morfism de latici.
b) fo : P(X) = PY), fi(Z2) = f(Z),YZ € P(X) este morfism de latici < f este

imjectiva.
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Curs 6: Latici complete

Propozitie 1. Fie (P, <) o multime parfial ordonata. Urmdatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

1. Pentru orice submulfime X C P, existda cel mai mic majorant (supremum) al lui X,
notat V.X.

2. Pentru orice submultime X C P, exista cel mai mare minorant (infimum) al lui X,
notat NX.

Demonstratie. 1) = 2). Fie X C P si D ot Mlz|zeX}unde Jz={ye P|y<x}
Mai exact, D este multimea tuturor minorantilor lui X. Conform 1) exista VD. Aratam ca
VD = AX. Fie z € X. Pentru orice y € D, avem y < x, deci x este majorant al lui D si
astfel VD < x. Cum z a fost arbitrar ales din X, avem VD € D. Deoarece VD este maximal
intre minorantii lui X si este el insusi un minorant al lui X, avem VD = AX.

2) = 1) Similar. O

Definitie 1. O multime partial ordonata (L, <) care satisface una dintre conditiile echivalente
din propozitia anterioara (si, implicit, pe cealalta) se numeste latice completa.

Obervatie 1. (L, <) latice completd < VX C L(IV X si INX).
Exemplu 1. Orice latice finita (L, <) este completa.
Exemplu 2. ([0, 1], <) este latice completa.

Exemplu 3. (P(X), Q) este latice completa pentru orice multime X. Pentru orice familie
de submultimi (X;)ier € X avem ca NM{X; |1 € I} = (o, Xi si VX |t €1} = U Xi

el

Exemplu 4. Fie X o multime si (L, <) o latice completa. Mulfimea F ={f: X = L | f
functie} formeaza o latice completa cu relatia de ordine T definita prin f C g < f(x) <
g(x),Vr € X. Pentru orice familie (f;)icr € F, avem (| ;c; fi)(x) = \/I{fz(x) |ieI}.

1€

Exemplu 5. Fie (G,-) un grup si L(G) ={H | H <,y G} (L(G) este multimea subgrupurilor
i G). Atunci (L(G),C) este latice completa. Pentru orice (H;)ier C L(G) avem '\/IHi =
1€

(U,e; Hi] subgrup generat de |J
Uier Hi si AHi = ey Hi

ier Hi adica cel mai mic subgrup al lui G care confine pe

Teorema 1 (Tarski-Knaster).

Fie (L,<) o latice completa si f : L — L o functie cu proprietatea ca Vr,y € L,z <
y= flz) < f(y)

Fie P={x € L| f(z) = x}. Atunc (P, <) este nevida si formeazd la randul ei o latice
completa.

Demonstratie.
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e P este nevida. Fie D={d € L |d < f(d)}. Evident D # &, deoarece AL not <

Pentru orice d € D, avem d < dp, si deci f(d) < f(dp), adica d < f(d) < f(do).
Deci f(dp) este majorant pentru D si, conform definitiei supremumului lui D, avem
do < f(do), adica dy € D. Deoarece f pastreaza ordinea pe L, pentru orice x € D
avem z < f(z) = f(z) < f(f(z)) = f(x) € D. Deci f(dy) € D, adica f(dy) < dy
Intrucat dy este majorant pentru D. Obtinem f(dy) = dy, deci D # @.

e P este latice completa. Evident P C L, deci exista VP € L. Ramane sa aratam ca
VX € P pentru orice X C P (stim ca 3V X € L).

Fie € X arbitrar. Avem z < VX, de unde f(z) < f(VX) 2L = f(x)

f(vVX) — VX < f(VX). Fie y € L cu proprietatea VX < y. Atunci f(VX)
fy), deci VX < f(VX) < f(y). Deci Vy € L,VX <y = VX < f(y). (x)

Fie D' ={d € L | f(d) < dsi vX < d}. Fie e = AD'. Pentru orice d € D', avem
e < d, deci f(e) < f(d) < d si conform definitiei lui AD’, avem f(e) < e. Mai mult,
VX < d,Vd € D', deci VX < AD' = e, deci e € D’. Pentru orice x € D’, avem
f(z) <z, deci f(f(x)) < f(z). De asemenea avem VX < z, de unde, conform (*)
VX < f(x), adica f(z) € D'.

Deci e € D' i f(e) € D', adica e < f(e). Obtinem astfel f(e) = e, de unde e € P cu
VX < e. Deci e € P este un majorant al lui X. Fie ¢/ € P un alt majorant al lui X.
Atunci f(¢') =€ <€ i VX <€ (VX existain L gi € este un majorant al lui X in L).
In concluzie ¢/ € D’ si deci e = AD' < €. Astfel e este mai mic decat orice majorant al
lui X, de unde obtinem ca e este supremumul lui X in P.

IA A

[
Obervatie 2.
- Cel mai mare element al lui P este gfp(f) =V{d e L|d< f(d)}.

- Cel mai mic element al lui P este lfp(f) =N{d € L| f(d) < d}.
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Curs 7: Latici distributive si Algebre Boole

Propozitie 1. Pentru o latice (L, \,V) urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1.an(bVe)=(aNb)V (aNc),Va,bce L
2.aV(bAc)=(aVb)A(aVc),Va,bce L

Demonstratie. 1) = 2). Fiea,b,c € L. Notam x = aVb,y = a,z = ¢. Atunci (aVb)A(aVe) =
zA(yVz)=(xAy)V(xAz).
De asemenea (z Ay)V(x Az) = ((aVb) Aa)V ((aVb)Ac)=aV(aVb)Ac) =
aV((anc)V(bAc)=(aV(anec)V(bAc)=aV (bAc).
2) = 1) analog.
[

Definitie 1. O latice (L, \,V) care satisface una dintre conditiile echivalente din propozifia
precedenta (si implicit pe cealaltd) se numeste latice distributivd.

Obervatie 1. In orice latice (L,\,V) au loc relatiile:
1.an(bVe)>(aAb)V(aAc),Ya,bce L
2.aV(bAc)<(aVb)A(aVc),VabceL

Demonstratie. Avem a A (bVe) > aAbsgiaA(bVe) > aNe DeciaA(bVe) > (aAb)V(aAc)
(conform definitiei supremumului). Am folosit relatia:

Vor<bVv
a<b= aves v Vo € L.
aNz <bAzx

Intr-adevir a <b=a<b<bVrsixr <bVzx. DeciaVzx < bVx. Similar cealalta relatie. [
Exemplu 1.

1. (P(X), Q) este latice distributiva pentru orice multime X .

2. (P, <) este latice distributiva daca < este o relatie de ordine totald.

3. Fie (L, <) o latice distributiva. Atunci F = {f : X — L | f functie} este o latice
distributiva pentru orice multime X, cu relatia de ordine T definita prin f C g <
f() < glx) Vo € X.

4. (Ny|) este latice distributiva.

Definitie 2. O latice (L, A\, V) se numeste modulara, daca, pentru orice x,y,z € Lyx < z =
zV(yAz)=zA(xVy).

Propozitie 2. Fie (L, A, V) o latice. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. L este latice modulara;
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2. Pentru a,x,y € L, avem
aNT=aly
aVr=aVy =IT=1.
<y

Demonstratie. 1) = 2). Deoarece x < y, avem z V (a Ay) =y A(aVz)=yA(aVy) =y.
Deciy=xzV (a Ay) =2V (a Az) =z conform proprietatii de absorbtie.

2) = 1). Fieu,v,w € Lcuu<w. Notamz =uV (vAw) siy=(uVv)Aw.

Avem u <z (uAw)V(vAw) <wA(uVe)=y < w.

Avem de ardtat c& x = y. Intrucat © < y este suficient si dovedim ¢ z Vv = y V v si
rAv=yAv. Deoarece x <y, avem x Vv < yVv. Cumu < z, avem x Vv > u Vv >
(uVv) ANw =y. Dar Vv > v si din definitia supremumului avem x Vv > y V v, adica
zVv=yVu.

Deoarece < y, avem x A v < y Av. Dar, pe alta parte x Av = [uV (v Aw)] Av >
(wAw)Av=vAw>(vAw)A(uVv)=yAv. DecixAv=yAu. O

u<w

Obervatie 2. Orice latice distributiva este modulara.

Teorema 1. Fie (L,A,V) o latice. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1. L este o latice distributiva;
2. Pentru a,x,y € L avem:

a/\x:a/\y}
=T =Y.

avVr=aVy

Demonstratie. 1) = 2). Avem x = xV(aAz) = zV(aAy) = (zVa)A(zVy) = (aVy)A(zVy) =
yViaAz)=yV(aNy)=y.
2) = 1). Fie a,b,c € L. Verificam ca este indeplinita legea de distributivitate

alN(bVe)=(aNnb)V(aAc).

Fiex =[(anb)Ve|A(aVb)siy=(bVe)AlaV (bAc)]. Evident L este modulara (Vom
nota “conform” cu “cf.”).

aANb<a cf. absorbtiei

Avem (a A D)V (a Ac)
[(aVb)Aa] A[(aAD)V (|

aAl(anb)Vd
Lo {[(a D)V A (aV D)} Aa=aAa. (1)

cf. absorbtiei cf. asociativitatii

Totodata a A (bV ¢) {anfav (bAC)}A(bVc)
{(bVe)ANfaV (DA} Na=yAa. (2)

cf. absorbtiei aAb<b

Avem x Ab=[(aANb) V] A(aVb)AD
(anb)V (bAc). (3)

bA[(aAD) V(]

modularitate

cf. asociativitatii cf. absorbtiei

Totodata yAb = {(bVec)AlaV (bAc)]| }Ab
bA[aV (bAc)] =220 (bAC)V (aAb). (4)

[bA(bV )| AlaV (bAC)]

cf. modularitatii

Din (3) si (4) avem 2 Ab=y Ab. (5)
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b<aVbd

Avem, de asemenea, Vb= {[(a AD)Vc|A(aVb)}VDb (@Vb)A{bV[(aA

modularitate
b) V ]} L2 p) A {[BV (a A D)V e} S22 (v ) A (B V c). (6)

TOtOdatéy\/b:{(b\/c)/\[av(b/\c)]}vb b<bVec

(V) A{bV [aV (bAc)|} L2 G\ YA {[bV (bAC) Val = (bVe)A(bVa). (7)
Din (6) si (7) avem 2 Vb=yVb. (8)

Din (5) si (8), conform ipotezei avem x = y, deci z A a = y A a. Conform (1) si (2)
rezulta ca L este distributiva.

m
Obervatie 3. Demonstratia si alte proprietati ale laticelor distributive pot fi gasite in
M. Tarnauceanu. Probleme de algebra. FEd. univ. Al. 1. Cuza, 2023.

Teorema 2. Fie (L,A\,V) o latice. Avem L distributiva < (a Ab)V (bAc)V (cAa) =
(@aVb)A(bVe)A(cVa),Va,bce L.

Definitie 3. Fie (L,A,V) o latice ce admite un cel mai mic element 0 = AL si un cel mai
mare element 1 = VL.

1. Un element ' € L se numeste complement al lui x € L daca 2’ Nx =0 si 2’ Vr=1.

2. Daca orice element al lui L admite un complement (respectiv un unic complement), L
se numegte latice complementatd (respectiv latice unic complementata).

Teorema 3. Fie (L,A\,V) o latice distributiva i x € L. Dacd x are un complement, atunci
acesta este unic.

Demonstratie. Presupunem ca x are doi complementi x; si xo. Atunci 1 = 21 A1 =
Ty A(x V) = (xy Ax)V (1 Azg) = 0V (27 A xg) = 21 A 9. Deci 21 < x9, si analog,
To = 29 N1 =29 A (21 V) = (12 Axy) V(22 AT) = 9 A 21, deci 9 < x1. Obtinem
1 — Ta. ]

Definitie 4. Fie (L,A,V) o latice. Daca L este distributiva, complementatd si admite un
cel mai mic s1 un cel mai mare element, atunci L este latice Booleana.

Propozitie 3. Fie (L,\,V) o latice booleana si a,b,c € L. Atunci
a) 0 =1g1=0
b) d" =a
c) (avb) =d AV si(aNb) =d VI
d) anb=0&a<V
e) a<b=10<d
Demonstratie.  a) din definitie 0 A 1 = 0, respectiv 0V 1 = 1.

b) d NAa=0sgiavd =1= (d) =d"=a.



24

c¢) Din distributivitatea lui L avem:

(aVb)V (a' AV) = ((aVb)Va)A((aVb) V) Z2EE2 (v g\ V) A(aV (bVE) =
IV A(aV1)=1A1=1.
o (aVO)A(aAY) = (aA(a/AV))V (bA(a/ A)) 2T (o A YAW )V (DAY A =
(OAV)V(0AG)=0V0=0.

(

Deci (a Vb) = (a’ AV) din unicitatea complementului. Analog celelalte relatii.

d) =ta=an(bVV)=(aNb)V(aAV)=aAl. Decia<¥b.
0
Reciproc <: Dacd a < V', atunci a Ab < b Ab=0, deci a Ab=0.

e) Dacia <banbl =08t Aa=02¢ <d.
O

Exemplu 2. Pentru o multime X, (P(X),C) = (P(X),N,U) este latice booleand. Pentru
Y e P(X), avemY' =X —-Y.

Definitie 5. Un inel asociativ (B,+,-) cu element unitar 1 se numeste inel Boole daca
1? = x,Vo € B.

Propozitie 4. Fie (B,+,-) un inel Boole. Atunci
a) r+x=0,Vr € B,
b) B este comutativ.
Demonstratie. a) x+z=(r+z)’=x4+z+z+x=2+12=0,
b) z,ye B=z+y=(r+y)?=2*+ay+yr+y>*=z+y+azy+yzr Decizy=—yr =

(—1)yz = yx (deoarece —yx = yx conform punctului a)).
[

Teorema 4 (Stone).
1. Fie (L,N\,V,0,1,) o latice booleanda si definim operatiile:
a+b=(aNl)V(aND),
a-b=aNb.
Atunci (L,+,-) este inel Boole cu element unitar 1.
2. Fie (B,+,-,0,1) un inel Boole si definim.:
aVb=a+0b+ab,
aN\b=ab.
Atunci (B, A\, V) este latice booleand, ' =1+ a,Ya € B,VB =1 gi AB = 0.

3. Corespondenta dintre laticele boolene si inelele Boole stabilita la punctele 1) gi 2) este
bijectiva.
Demonstratie. Prin calcul direct. O

Obervatie 4. Daca X este o multime, atunci laticei Boolene (P(X),N,U, &, X, C) @i cores-
punde inelul Boole (P(X),A,N) unde AAB =(A—B)U (B — A).
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Curs 8: Numere naturale. Principiile inductiei matema-
tice

Axiomatica Dedekind-Peano

- simbolul = (marcheaza egalitatea a doua obiecte);
- simbolul 0 (noteaza un numar natural fixat);

- variabile, constante, conectori logici.

Axiomele sunt:
1. Exista un numar natural notat 0.

2. Pentru orice numar natural n exista si este unic determinat un numar natural numit
succesorul lui n gi notat s(n) sau nt, (Vn)(3J!s(n)).

3. Orice doua numere naturale cu acelasi succesor sunt egale:

(Vm)(Vn)(s(m) = s(n) = m =n).

4. 0 nu este succesorul nici unui numar natural: (Vn)(s(n) # 0).

5. Pentru orice predicat cu o variabila P(n) are loc:

[P(0) A (Vn)(P(n) = P(s(n))] — (Ym)P(m).

Vom construi un model al acestei teorii axiomatice, mai exact, vom defini o multime N,
un element 0 € N si o functie s : N — N care sa satisfaca axiomele acestei teorii axiomatice.

Reamintim axioma infinitatii:

AX[@e XN My)lye X - yU{y} € X)|.

Prin urmare putem construi sirul @, {@}, {9,{o}}, {9,{9},{9,{9}}},.... Aratam
in cele ce urmeaza ca exista o multime care contine doar aceste elemente.

Definitie 1. O multime « se numeste ordinal daca are urmatoarele proprietati:
1. Vz)(z€ea—xCa)

2. Relatia de apartenenta defineste o relatie de ordine stricta care este o buna ordine pe
a:
e Vr,y,z€a,dinr €y siy € 2z se obfine x € z;
o Vz,y €, dinx €y se obfiney ¢ x;
o VB{(BCaNB#0) > Tulzre FAVY(y €S — (x=yVacy)}

Orice submultime nevida a lui o are minimum in raport cu €.
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Definitie 2. Fie (A, <) o multime ordonata. O submultime B a lui A se numeste segment
wmatial al lui A daca are proprietatea ca, pentru fiecare element x € B, B contine toate
elementele mai mici decat x : Vx(r € B — (Vy(ly € ANy <z) =y € DB)).

Propozitie 1. Fie (A, <) o mulfime bine ordonata si B un segment initial al lui A. Atunci

B = A sau ezistd a € A astfel incit B={x € Az <a} not. B,(A).

Demonstratie. Presupunem B # A, deci A — B # &, adica A — B are minimum, i.e. Ja =
minimum A — B. Aratam ca B,(A) = B.

Fie z € B. Daca a < x = a € B, contradictie. Cum A este total ordonata, avem = < a.
Invers, fie © € B,(A). Atunci z < a = = € B (pentru ca dacd x € A — B am contrazice
faptul ca a este minimum A — B). O

Corolar 0.1. Fie o un ordinal si B un segment initial in o. Atunci B = « sau exista € «
astfel incat B = Bg(a) = 3.

Demonstratie. Intrucat a este bine ordonatd din definitie, avem ca B = a sau 4 € « astfel
incat B = Bg(a) = {z € a | z € 8} = anp = . Ultima relatie rezulta din faptul ca
gea=pCa. H

Propozitie 2. Fie o un ordinal si B € o. Atunci B este ordinal.

Demonstratie. Conform corolarului precedent, 5 € a = 8 C a, deci f = Bg(a) C a. Cum
« este bine ordonata, avem ca [ este bine ordonata in raport cu €.

Acum, daca x € fgiy € x, cum [ € «, avem x € «, deci y € a. Deci y,z,0 € «,
y €x,x € B,y € a, € tranzitiva pe a = y € . Astfel € tranzitiva pe 5. n

Teorema 1. Pentru orice ordinali o, 5 avem o = B, € B sau B € a.

Demonstratie. Fie ¢ = a N . Prin calcul direct avem ca ¢ este segment initial in (o, €).
Atunci ¢ = a sau ¢ € a. Analog ¢ = ( sau ¢ € . Avem cazurile:

s c=q,c=0=>a=/0;
ec=a,cef=acf
eccac=0=p¢€aq

ecea,cef=ceanpf=c Darin «, daca am avea ¢ € ¢ atunci pentru ca « este
ordinal am avea si ¢ ¢ ¢, ceea ce contrazice legea tertului exclus. Deci acest caz nu este
posibil.

[]

Obervatie 1. Am dovedit ca clasa tuturor ordinalilor este total ordonata. Se poate dovedi
usor ca aceasta clasa este bine ordonata in raport cu €.
Fie clasa tuturor ordinalilor, avem: a C f <& a € fV a = .

Propozitie 3. Pentru orice ordinal o, avem ca o U {a} este ordinal si este cel mai mic
ordinal mai mare ca o.

Demonstratie. Din definitie ¢ U{a} este ordinal Vo ordinal. Fie § un ordinal mai mare decét
a. Avem «a € = «a C 8 deoarece ( ordinal. Dar a € < {a} C . Deci {a}Ua C 8. O
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Definitie 3.

e Daca pentru un ordinal « exista 8 astfel incat « = U {B}, atunci § este un ordinal
unic determinat si se numeste predecesorul lui c.

e Un ordinal o este ordinal finit daca o = @ sau orice element al lui o st o insust au un
predecesor.

e Un ordinal care nu este finit se numeste infinit.
Obervatie 2. Daca « este un ordinal finit, atunci:

1. 8 C « este ordinal finit;

2. aU{a} este ordinal finit.
Teorema 2. Ezista o mulfime w a tuturor ordinalelor finite.

Demonstratie. Fie X multimea construita cu axioma inifnitatii. Definim w := {a € X | «
ordinal finit}. Aratam ca w contine orice ordinal finit. Presupunem, prin absurd, ca exista
un ordinal finit 5 cu 8 ¢ X. Cum clasa ordinalelor finite este bine ordonata exista un ordinal
finit v =minimum {u | x ¢ X A p ordinal finit}. Cum @ € X avem v # &. Deci v are un
predecesor ¢ astfel incat v = § U {6}. Din proprietatea de minimum a lui v avem ca ¢ € X.
Dar atunci gi v = U {d} € X, contradictie cu v ¢ X. O

Putem defini acum un model al teoriei axiomatice Dedekind-Peano astfel:

- numerele naturale sunt ordinale finite;
- numarul 0 este multimea vida &;
- 3ds:iw = w,s(a) =aU{a}.

- se verifica Principiul inductiei pe multimea ordinalelor finite, din definitia lui w.
Daca [@ € P si Va(a € P, « ordinal finit — aU {a} € P)] atunci vom avea P = w.
Intr-adevir, dacd P # w, atunci w — P # & = 3y = minimum w — P. Cum & € P =
v # &, deci v are un predecesor 5. Daca € w — P s-ar contrazice alegerea lui v, deci
pePsivy=pU{B} € P, o contradictjie.

Notam 0 = @,1 = {@},n+ 1 =nU{n} = s(n).

Teorema 3 (Teorema recurentei). Daca X este o mulfime, a € X un element fixat gi f :
X — X o functie, exista si este unica o functie o : N — X cu ¢(0) = a,
p(s(n)) = f(p(n)),vn € N.

Corolar 3.1. Daca (N',0,s") satisface axiomele lui Dedekind-Peano, atunci 3o : N — N’
astfel incat p(0) =0, pos =5 oy si p este bijectiv.

Obervatie 3. Pe baza rezultatelor descrise anterior Vm € N, 3! : s, : N — N astfel incat
$m(0) = m si s,u(s(n)) = s(sm(n)). Daca notam s, (n) == m +n avem ca m+ 0 = m,
m + s(n) = s(m +n).

De asemenea ¥Ym € N, Ip,, : N — N, p,,(0) =0 51 ppu(s(n)) = pp(n) +m avem m-0 =0,
m - s(n) =mn+ m.

Totodata se poate defini relatia de ordine stricta < prin:

m < n< 3p € N—{0} astfel incit n =m + p.
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Principiile inductiei matematice

Py Principiul I al inductiei matematice

Fie ng € N gi P(n) este o propozitie care poate fi asociata cu orice numar natural n > ny.
(P este predicat de o variabila)
Daca:

1. P(nyg) este adevarata,
2. 'P(m) este adevarata’ implica 'P(m + 1) este adevaratd/,

atunci P(n) este adevarata pentru orice n > ny.

P5 Principiul al II-lea al inductiei matematice

Fie ng € N gi P(n) este o propozitie care poate fi asociata cu orice numar natural n > ng.
(P este predicat de o variabila)
Daca:

1. P(nyg) este adevarata,
2. 'P(r) este adevarata pentru orice ng < r <m ' = 'P(m) este adevarata’,
atunci P(n) este adevarata pentru orice n > ny.

P.B.O. Principiul Bunei Ordonari a numerelor naturale

Oricare ar fi o submultime @ # S C N, exista [ € S astfel incat [ < s,Vs € S.

Teorema 4. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) PI, oricare ar fing € N;
b) PII, oricare ar fing € N;
c) P.B.O.
Demonstratie. P1 = P.B.O.:
Fie @ # S C N, Se considera propozitia:
P(m):m < s,Vs € S.
Se constata urmatoarele (pentru ng = 0):
1) P(0) este adevarata deoarece 0 < s,Vs € S;
2) S # @ = dsg € S. Deoarece sy < sp + 1, avem ca P(so + 1) nu este adevarata. Prin
urmare P(m) nu este adevarata pentru orice m € N. Tinand cont de relatia logica

—(p — ¢) = p A ~q pentru orice propozitii p, ¢ si deoarece P(0) este adevarata, rezulta
ca nu este adevarata implicatia 'P(m) adevarata = P(m + 1) adevarata’.

Deci 3l € N astfel incat P(l) este adevarata, dar P(I + 1) nu este adevarata.
Deoarece P(l) este adevarata, avem [ < s,Vs € S. Afirmam ca [ € S. Sa presupunem
prin reducere la absurd ca [ ¢ S. Cum [ < s,Vs € S avem ca | < s,Vs € S. Atunci

[+1<s,Vs e Sgideci P(1+4 1) este adevarata, contradictie cu alegerea lui [. Astfel
[ €85, g deci, | este cel mai mic element al lui S.
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P.B.O. = PIIL

Presupunem ca sunt indeplinite conditiile 1) si 2) din PIL.

Notam cu S multimea elementelor s € N cu proprietatea ca P(s) nu este adevarata, adica
S={seN|s>mngsi P(s) falsa}.

Demonstram ca S = &. Presupunem prin reducere la absurd ca S # @. Conform P.B.O.,
exista [ € S, < s5,Vs € S. Deci P(r) este adevarata pentru orice n, < r < [ (1 este cel mai
mic element mai mare ca ny pentru care P(l) este falsa). Dar din ipoteza 2) a lui PII avem
ca P(l) este adevarata, contradictie cu l € S.

PII = PI:

Consideram indeplinite conditiile 1) si 2) din PI.

Daca P(r) este adevarata pentru orice r < m, ng < r, atunci m > ng si deci m — 1 > ny
sim—1 < m. Astfel P(m —1) este adevarata si, conform ipotezei 2) de la PI, avem ca P(m)
este adevarata.

Am obtinut ca sunt indeplinite conditiile 1) si 2) de la PII gi, prin urmare, conform PII
avem ca P(n) este adevarata Vn > ny. O

Obervatie 4. Pentru ng =0, avem PI < PII < P.B.O.

Propozitie 4. Fie (X, <) o multime bine ordonata. Fie P(x) o propozitie care poate fi
asociata cu orice x € X. Daca are lor implicatia: 'P(r) este adevarata pentru orice r < m/
implica 'P(m) este adevarata’, atunci P(x) este adevaratd pentru orice v € X.

Formal: {Ym[Vr(r <m — P(r)) — P(m)|]} — VzP(x).

Demonstratie. Fie S = {x € X | P(x) este falsa}. Presupunem, prin absurd ca S # @,
deci S are un cel mai mic element zy € S. Astfel P(r) este adevarata pentru orice r < .
Conform ipotezei P(zg) este adevarata, contradictie cu xy € S. O

Aplicatie: Teorema mpartirii cu rest in N

Teorema 5. Pentru orice numere naturale a,b cu b # 0 exista si sunt unic determinate
q,7 € N astfel incat a =bqg+1r cu 0 <r <b.

Demonstratie. Fie b # 0 fixat. Demonstram prin inductie dupa a € N, validitatea proprietatii
P(a) pentru orice a € N, unde P(a) : 3¢3r(¢ e NAr e NAa=bg+r A0 <r <b). Evident
P(0) este adevarata (luand ¢ = r = 0). Mai mult, pentru a < b, P(a) este adevarata luand
g = 0,7 = a. Presupunem acum a > b si P(m) este adevarata YVm € N;m < a. Vom
demonstra ca P(a) este adevarata. fntr—adevér, cum a > b, avem a — b € Ngia —b < a,
deci P(a —b) este adevarata, adica exista q;,m € N, < b astfel incat a — b = bgy + rq, deci
a=>b(gn+1)+r;cury <b. Astfel 3g=¢; + 1,7 =1 asaincat a = bg +r cur < b.
Pentru a dovedi unicitatea lui ¢ si r, sa presupunem ca a = bg+r =bs+tcur < b, t <b.
Analizam cazul ¢ > s (cazul ¢ < s se trateaza similar), deci ¢ — s > 0 5i b(q — s) =t —r.
Cumt<b=t—r<b,decig—s=0sit—r=0. O]

Propozitie 5. Fie a,b € R;b > 0 si P(x) o propozitie care poate fi asociatd cu orice

z € [a, 00].
Daca:

1. P(z) este adevarata pentru orice x € [a,a + b);

2. 'P(x) este adevarata’ implica 'P(x 4+ b) este adevaratd’
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atunci P(z) este adevaratd pentru orice x > a.

Demonstratie. Fie g(n) : p(z) este adevarata Vo € [a+nb, a+(n+1)b),n € N. Din conditia 1)
avem ca ¢(0) este adevarata. Aratam acum ca g(m) — qg(m + 1).
Fie g € [a+ (m + 1)b,a + (m + 2)b). Atunci g — b € [a + mb,a + (m + 1)b) si din
ipoteza noastra ¢(m) adevarata, avem p(xy — b) este adevarata. Deci p(xg — b + b) este
adevarata conform conditiei 2). Astfel p(zg) este adevarata. Cum z a fost arbitrar ales din
[a+ (m+1)b,a+ (m+2)b), avem g(m + 1) adevarata, adica ¢(n) adevarata Vn € N. O

Pentru b = %, demonstrati identitatea lui Hermite:

n—1

[x]+[x+ﬂ+---+{x+ }:[nm],‘v’x>O,Vn€N*.

n
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Curs 9: Numere intregi si rationale

Numere intregi
Pe multimea N x N definim relatia ~ prin:
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=0b+c.

Se verifica imediat ca ~ este relatie de echivalenta.
Notam Z = N x N/ = {[(a,b)]~ | a,b € N}. Elementele lui Z se numesc numere intregi.
Pe multimea numerelor intregi definim urmatoarele operatii:

[(a,0)]~ + [(c,d)]~ = [(a + ¢, b+ d)]~
[(a,0)]~ - [(c;d)]~ = [(ac + bd, ad + be)]
Aceste operatii sunt bine definite (adica nu depind de alegerea reprezentantilor pentru
clasele de echivalenta). Se verifica imediat ca (Z,+,-) este domeniu de integritate in care
elementul neutru la adunare este [(0,0)]. = {(n,n) | n € N} iar elementul neutru la inmultire

este [(1,0)]~ = {(n+ 1,n) | n € N}. Opusul unui element [(m,n)]. este [(n,m)]..
Pe multimea numerelor intregi definim relatia < prin:

[(a, )]~ < [(c, d)]~

daca a + d < b+ c. Aceasta relatie este bine definita si reprezinta o ordine totala pe Z.
In plus, pentru orice z,y, z,t € Z, avem:

lLe<yz<t=a2+2<y+t,
2. x <y,z>0= 2z <yz,
3. 2 <y, z2< 0= 22 >yz
4. Vx> 0= dn € N cunx > y.

Observam ca Y|[(a,b)]. € Z avem [(a,b)]~. = [(a — b,0)]. dacd a > b si
[(a,0)]~ =[(0,b—a)]. dacd b > a. Astfel

Z =A{l(a,0)]~ [ a € N} U{[(0,a)]~ | « € N}.
Intrucat functia ¢ : N — {[(a,0)]~ | a € N}, f(a) = [(a,0)]~ este strict crescitoare, bine

definita i bijectiva (este chiar un izomoforfism de semiinele) putem identifica n cu [(n,0)].
si similar consideram —n := [(0,n)]~.
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Numere rationale
Pe Z x 7Z* definim relatia ~ prin:
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.

Avem ca ~ este o relatie de echivalentad. Definim Q := Z x Z*/. = {[(a,b)]~ € Z}.
Folosim notatia [(a,b)]. := %. Numim numir rational un element al lui Q. Pe multimea Q
se definesc urmatoarele operatii:

[(a,b)]~ + [(¢,d)]~ = [(ad + bc, bd)].
[(a,b)]~ - [(c, d)]~ = [(ac, bd)]~

Aceste operatii sunt bine definite (nu depind de alegerea reprezentantilor pentru clasele
de echivalenta). Se verifica direct ca (Q,+,-) este corp comutativ, unde elementul neutru
la adunare este 0 := [(0,1)]. = {(0,a) | a € Z*} si elementul neutru la inmultire este
1:=[(1,1)]. ={(a,a) | a € Z*}. Opusul unui element [(a,b)]. este —[(a,d)]~ = [(—a,b)]. =
[(a, —b)]~ In vreme ce inversul unui element [(a,b)]. este [(b,a)]~.

Se definegte relatia [(a,b)]~ < [(¢,d)]~ < (bc — ad)bd > 0. Se pot demonstra direct
proprietatile:

1. < este o relatie de ordine totala;
2. Vx,y,z,t € Q avem

e r<yz<t=c+z<y+t,
e v <y, z>0= 122 <yz,
e v <y, z2<0=uaxz>yz
e Vxr>0= dn e Ncunx >y.
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Curs 10: Relatia de echipotenta. Cardinali

Fie A si B doua multimi. Spunem ca A si B sunt echipotente daca exista o functie
bijectiva f : A — B si notam acest lucru prin A ~ B. Pentru orice multimi A, B si C' au loc:

1. A~ A (reflexivitate) deoarece 14 : A — A, 14(a) = a,Va € A este bijectiva;

2. A ~ B = B ~ A (simetrie) deoarece daca f : A — B este bijectiva, atunci
f~1: B — A este tot bijectiva;

3. A~ Bgi B~ C = A~ C (tranzitivitate) deoarece f : A — B bijectiva gi g : B — C
bijectiva implica g o f : A — C bijectiva.

Deci ~ este relatie de echivalenta. Pentru o multime A, clasa de echivalenta
[Al. = {B | 3f : B — A bijectiva} a lui A in raport cu ~ se numeste cardinalul lui A
si se noteaza cu |A|.

Fie A, B multimi. Definim A+B = {(0,z) | v € A}U{(1,y) | y € B}. A+ B este reuniunea
disjuncta a lui A i B.

Pentru doua multimi X si Y definim:

1. | X|+ Y] =|X 4+ Y| —suma cardinalilor;
2. |X|- Y] =|X x Y| —produsul cardinalilor;

3. [Y[XI = |{f : X = Y|f functie}| —exponentul cardinalilor.

Aceste operatii sunt bine definite (nu depind de alegerea reprezentantilor pentru clasele
de echivalenta).

e Presupunem |[X| = |X'| gi |Y| = |Y/| adica 3f : X — X' gi g : Y — Y bijective.
Definim b : X +Y — X'+ Y’ h((0,2)) = (0, f(z)),Vx € X si h((L,y)) = (1,9(v)),
Vy € Y. Evident h bijectiva = | X + Y| = | X'+ Y|

e Presupunem | X| = |X'| g1 |Y| = |Y| adica 3f : X — X' gi dg : Y — Y’ bijective.
Definim h: X xY — X' x Y’ h(z,y) = (f(2),9(y)),¥(z,y) € X x Y. Avem ca h este
bijectiva i deci | X x Y| = | X’ x Y'|.

e Presupunem |X| = |X'| gi |Y| = |Y/| adica 3f : X — X' gi dg : Y — Y bijective.
Definim ¢ : YX — Y'X' prin ¢(h) = goho f~',Vh : X — Y. Cum ¢ este bijectivi,
deci |Y|IXI = |y"|IX'.

Teorema 1. Fie X,Y, Z multimi. Atunci au loc relatiile:

BY
1. (7)Y = <|Z||Y|> ,

2. |Z|XFYT = Z|IXI | |V,
3. (1X[- YA = X1y |7

Demonstratie.



34

1. Definim ¢ : Z2Y — (Z¥)X prin: daca f : X x Y — Z este o functie, atunci
©(f) : X — ZY este functie definita prin (p(f)(x))(y) = f(x,y),Vr € X,Vy € Y.

Definim acum v : (Z¥)X — Z**Y astfel: pentru orice functie g : X — Z¥ definim
P(g) - X xY = Z, ¥(g)(z,y) = (9(x))(y),Vz € X,y € Y. Prin calcul direct avem
Yo =1lzxxy gl o) =1vx.

Si astfel ¢ si ¢ sunt bijective si sunt inversele una alteia.

2. Definim ¢ : ZXTY — ZX x ZV astfel: dacd f : X+Y — Z este o functie, o(f) = (f1, f2)
unde f; : X — Z si fo : Y — Z sunt functii definite prin fi(x) = f((0,2)),Vx € X si
fo(y) = f((1,y)),Yy € Y. Prin calcul direct obtinem ca ¢ este bijectiva.

3. Definim ¢ : X% x YZ = (X x Y)Z prin: o(f1, fo)(2) = (fi(2), fo(2)), V1 € X7,
2 € ,2 € Z. Prin calcul direct ¢ este bijectiva.
f V& Z. Pri lcul di © bijectiva
]

Obervatie 1. Prin calcul direct se poate arata ca pentru orice multimi X,Y, Z avem:
L X[+ Y[ =[Y]+[X]| si | X]-|[Y]= Y] ]X],
2. (IXI+ YD)+ 2] = | X[+ (Y[ +|Z]) si (IX]-[Y])- 2] = [X]-([Y]-|Z]),
3. |P(X)| = [{0, 1}[¥ = 21X1.

Pentru 3) definim ¢ : P(X) — {0,1}* unde ¢(A) este functia caracteristica a lui A,
lLre A
0,z ¢ A

Evident ¢ este injectiva deoarece x4 = xp < A = B. Pentru orice functie f : X — {0, 1}
definim Xy = {z € X | f(z) = 1}. Avem ¢(Xf) = xx, = [, deci ¢ este surjectiva.

notata y 4, unde y4(z) =
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Curs 11: Axioma Alegerii. Ordonarea cardinalilor

Axioma Alegerii

Axioma Alegerii: Pentru orice familie de multimi nevide F, exista o functie f : F — UF
astfel incat f(X) € X,VX € F.
Exista o serie de rezultate care sunt echivalente cu axioma alegerii (AC):

1.

2.

8.

Produsul cartezian al oricarei familii de multimi nevide este nevid;

Pentru orice functie surjectiva f : X — Y, exista o functie g : Y — X, astfel incat
fog=1y;

Orice multime poate fi bine ordonata (Principiul bunei ordonari a lui Zermelo);

Orice multime inductiv ordonata P (orice multime P cu proprietatea ca orice submultime
total ordonata a lui P are un majorant in P) contine un element maximal (Lema lui
Zorn);

Orice multime partial ordonata contine o submultime total ordonata maximala in raport
cu relatia de incluziune (principiul lui Hausdorft);

Orice multime partial ordonata contine o submultime cu proprietatea ca oricare 2
elemente sunt incomparabile, maximala in raport cu relatia de incluziune;

In orice pereche de numere cardinale, unul este mai mic decat celalalt sau aceste numere
sunt egale (principiul trihotomiei);

Pentru orice multime inifnita X exista o functie bijectiva f : X — X x X (Tarski).

Axioma alegerii este independenta de celelalte axiome ale sistemului Zermelo—Fraenkel
(ZF), atat cat si negatia ei fiind consistente. Astfel pot fi definite modele atat pentru ZF+AC
cat gi pentru ZF+—-AC (un model al unei teorii este o structura de obiecte care satisface
axiomele acelei teorii). Nici AC, nici =AC nu pot fi demonstrate pornind de la celelalte
axiome ZF.

Exista, de asemenea, o serie de rezultate mai slabe decat axioma alegerii, la randul lor
independente fata de celelalte axiome ZF.

e Axioma alegerii dependente (DC): pentru orice multime X si orice relatie nevida R

peste X cu proprietatea ca Vo € X3dy € X(xRy), exista o functie f : N — X|
f(m)Rf(n+1),Vn € N.

e Axioma alegerii numarabile (CC): Pentru orice familie numarabila de multimi nevide

F, exista o functie f: F — UF astfel incat f(X) € X,VX € F.

e Axioma alegerii peste multimi finite (AC(fin)): Pentru orice familie de multimi nevide

si finite F, exista o functie f : F — UF astfel incat f(X) € X,VX € F.

e Principiul totalei ordonari (OP): Orice multime X poate fi total ordonata.
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e Axioma Dedekind-infinititudinii (Fin): Pentru orice multime infinita X, exista o functie
injectiva i : N — X.

e Axioma alegerii peste familii numarabile de multimi finite (CC(fin)): Pentru orice
familie numarabila de multimi nevide si finite F, exista o functie f : F — UF, astfel

incat f(X) € X,VX € F.

e Principiul de selectie Kinna-Wagner (KW): Pentru orice familie 7 de multimi de car-
dinalitate cel putin 2, exista o functie f astfel incat ) # f(X) € X,VX € F.

Teorema 1. Au loc urmatoarele implicatii stricte in ZF:
1. AC= DC= CC= CC(fin);
2. AC = OP = AC(fin) = CC(fin);
3. CC = Fin = CC(fin);
4. KW= OP.

Un rezultat chiar mai puternic decat AC este ipoteza generalizata a continuului (GCH)
care afirma:

VX, VY (X infinitd A [X] <[Y] < [P(X))] = (X[ = [Y]) V(Y] = [P(X)])

(orice multime Y cu cardinalul pozitionat intre |X| si |[P(X)| are fie cardinalul egal cu
cardinalul lui X, fie cardinalul egal cu cardinalul lui P(X).)

Teorema 2.
1. AC= LEM

2. GCH = AC (implicatie stricta)
unde LEM este legea tertului exclus adica pV —p este adevarata pentru orice propozitie p.

Ordonarea cardinalilor

Fie A i B doua multimi. Spunem ca |A| < |B| daca exista f : A — B injectiva.

Relatia < este bine definita (nu depinde de alegerea reprezentatilor pentru clasele de
echivalenta). Fie A’ B" cu |A| = |A'| si |B| = |B/|. Daca |A| < |B|, avem 3f : A — B
injectivd. Dar Jg : A — A’ bijectiva si h : B — B’ bijectiva. Atunci ho fog™t: A" — B’
este injectiva, de unde |A'| < |B/|.

Relatia < este reflexiva, deoarece 314 : A — A, 14(a) = a,Va € A, oricum am considera
o multime A.

Relatia < este tranzitiva deoarece |A| < |B] si |B| < |C| implica faptul ca exista f : A —
B injectiva si g : B — C injectiva. Deci go f : A — C este injectiva, de unde |A| < |C/.

Relatia < este antisimetrica. Vom arata ca daca |B| < |C] si |C| < |B] atunci |B| = |C].

Teorema 3 (Cantor-Schroder-Bernstein). Fie B gi C' doua mulfimi cu proprietatea ca
|B| < |C| si |C| < |B| atunci |B| = |C]|.
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Demonstratie. Fie functiile injective f: B — C'sig: C — B.

Fie F': P(B) - P(B),F(X) = B—g(C—f(X)). Daca X CY, prin calcul direct obtinem
F(X)C F(Y). (%)

Fie S = {X € P(B) | X C F(X)}. Intrucit 0 € S, avem ci S # 0. Fie T = Uyq X.
Vom arata ca F(T) =T.

Intr-adevar, fie X € S arbitrar. Avem X C UyesY =T = F(X) € F(T). Deci

*

X C F(X) C F(T) = UyesY € F(T) = T € F(T) (:>) F(T) C F(F(T)) =
F(T)eS=FT)CT.

Deci F(T) =T. Am obtinut astfel:

T =B —g(C— f(T)), sau, echivalent

BT = g(C ~ f(T)(x+)

Deoarece g este injectiva, pentru orice x € B—T, avem ci g~'(z) este o multime cu exact
un element.
v €T Coo NN
Definim h: B — C,h(x) = f(@), . Aratam ca h este bijectiva.
g (x),r€ B-T
e h injectiva.
Fie z,y € B astfel incat h(z) = h(y). Vom arita c& fie z,y € T, fie z,y € B — T. Intr-
adevar, sa presupunem prin reducere la absurd ca x € T,y € B—T (cazul z € B — T,
y € T se analizeaza similar). Avem h(z) = f(z) si h(y) = ¢ '(y). Dacd notam
g ' (y) = 2z, avem g(z) = y. Dary € B—T, deci conform (xx), Ju € C— f(T),y = g(u).
Deci g(u) = g(z), si cum g injectivd = z = u. Aceasta este o contradictie deoarece
z=h(y) = h(z) = f(z) € f(T) iar u ¢ f(T). Astfel z,y € T sau x,y € B—1T, de
unde, conform injectivitatii functiilor f si g, obtinem x = y.

e h surjectiva.
Fie y € C arbitrar. Daca y € f(7T), exista z € T astfel incat y = f(z) si deci y = h(z).
Daca y € C — f(T), deoarece g(C — f(T)) = B — T, existd x € B — T astfel incat
g(y) = x. Deciy € g (x). Intrucat ¢g~'(z) este o multime cu un singur element, avem
cay=g '(z),zr € B-T, adicad y = h(z).

[]

Teorema 4 (Cantor). Fie X o multime. Atunci | X| < [P(X)|.

Demonstratie. Fie i : X — P(X),i(x) = {z},Vx € X. Evident i este injectiva, deci
|X| < |P(X)|. Sa presupunem prin absurd ca exista f : X — P(X) surjectiva. Fie
Z ={x € X|x ¢& f(x)}. Deoarece f este surjectiva, avem ca Jzo € X, f(z9) = Z. Din
definitia lui Z avem xy € Z < xo ¢ f(x0) = Z, o contradictie. O

Propozitie 1. In prezenta axiomei alegerii, relatia de ordine < este totala, adica VA, B
multimi avem |A| < |B| sau |B| < |A|.

Demonstratie. Fie S = {f : X - Y | X C AY C B, f bijectiva}. Pe multimea S
definim relatia C astfel: pentru f: X - Y si f/: X' > Y avem fC f & X C X'
f'lx = f (e.f'(x) = f(x),Vo € X). Se verifica imediat ca C este relatie de ordine. Fie acum
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L={fi: X, =Y, |i€el} CS culclL total ordonata. Aratam ca L este majorata in S.
Fie X = U;e; Xi siY = U, Vi Functia f: X =Y, f(z) = fi(z) daca » € X; este bine
definita, bijectiva si f; € f,Vi € I. Din lema lui Zorn rezulta ca in S exista un element
maximal fo : Xg — Yy. Cum fy este bijectiva, e de ajuns sa demonstram ca Xy = A sau

Yy = B. Presupunem prin reducere la absurd ca Xy # A sau Yy # B. Fie qg € A — X i

by € B—Yj. Atunci functia f’ : XoU{ao} — YoU{bo}, definita prin f'(z) = I{S(i);xaf Xo
este bijectiva cu fo C f’, contradictie cu maximalitatea lui fj. | m
Obervatie 1.
1. Daca exista f : X — Y injectiva, atunci exista g : Y — X surjectiva,
g(y) = {fl(y)’ y & Imf pentru un anumit ro € X fizat;
zo,y ¢ Imf

2. In prezenta axiomei alegerii, daca f : X — 'Y este surjectiva, atunci exista g : Y — X
injectiva. Pentru orice y € Y, g(y) se defineste ca fiind un reprezentant al mulfimii

7y ={z e X | f(2) =y}
Propozitie 2. Fie X,Y, 7 multimi. Atunci avem:

LX) <|Y|=|X|+|Z2| <|Y|+|Z|,

2| X| < Y= [X]-|Z] < [Y]-]|Z],

3. |X| <|Y| = |X|? <|Y|4,

4o IXI<IY] si Z# o= 2% <|Z2]V,
50X+ Y| <|X|- Y| dacd |X|,|]Y]|> 2.

Demonstratie. 3) Fie f : X — Y injectivd. Definim g : XZ — YZ g(h) = foh,VYh € XZ.
Avem ca g este injectiva.

4) Fie f' 1 Y — X surjectivd. Definim g : Z%X — ZY, g(h) = ho f',Vh € ZX. Avem g
injectiva. [
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Curs 12: Multimi numarabile si nenumarabile, multimi
infinite, multimi finite

Definitie 1.

o O multime este finita daca este echipotenta cu un numar natural. Altfel spus X este
finita daca poate fi exprimata sub forma {x1,...,x,},n € N*.

e O mulfime care nu este finita este infinita.

e O multime X este numarabila daca este finita sau exista o functie bijectiva f : N — X.
Teorema 1. Fie A o mulfime. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

1. A este multime infinita;

2. Exista o functie injectiva f : N — A;

3. Ezista BC A si f: A— B bijectiva.

Demonstratie. (Rezultatul este adevarat daca acceptam axioma alegerii)

1) = 2). Fie A infinita. Deci Jag € A. Avem A — {ao} infinita si astfel putem alege
a; € A—{ap}. Mai mult A — {ap,a;} este infinita gi putem alege as € A — {ag, a1, as}.
Stim ca A poate fi bine ordonata (conform principiului lui Zermelo). Deci exista < pe A
astfel incat VS C (A, <),3 minimum S. Astfel a; poate fi ales ca minimum A — {ap}, as
ca minimum A — {ag, a1} si, prin inductie, odata selectate aq, ...,a,_1, selectam pe a,, ca
ap,=minimum A — {ag,ay,...,a,_1}. Functia f : N — A definita prin f(n) = a,, ¥n € N
este functia ceruta.

3) = 1). Avem Imf C A deci Jxg € A —Imf. Deoarece zo ¢ Imf avem z # f(zo). Fie
ap = xg,a1 = f(xg),...,a, = f"(x9) = f(an—1). Avem ag # a;. Presupunem ca Im,n € N,
m # n astfel incat a,, = a,, adica f"(xy) = f"(xg). Deoarece f injectiva, urmeaza z, =
fIn=ml (o) adica xg = f(f""™=1(x0)) € Imf, contradictie. Deci a,, # a,, ¥m,n € N, m # n.
Astfel A contine un sir infinit gi, deci, este inifinita. Evident functia f: N — A, f(n) = a,
este injectiva.

2) = 3). Definim p : A — A — f(0) (unde f : N — A este injectiva) prin

o
fln+1),a=f(n)

a € f(N)sibé¢ f(N) avem p(b) = b ¢ f(N) iar p(a) € f(N), contradictie cu p(a) = p(b).

Deci fie a,b € f(N), fie a,b ¢ f(N). .Dacé a,b € f(N), atunci a = f(k),b = f(I). Avem

pa)=pb) = fh+ D) = fl+1) "2 k1=l 41=>k=1=a=b Daciab¢ f(N)
avem a = p(a) = p(b) = b. Deci p este injectiva.

Aratam acum ca p este surjectiva. Fie a € A — f(0). Daca a ¢ f(N), evident a = p(a).
Daca a € f(N), cum a # f(0), avem a = f(k),k > 1,k € N. Deci a = p(f(k\—/_l)), deci p

>0

surjectiva. O]

. Aratam ca p este bijectiva. Fie a,b € A cu p(a) = p(b). Daca

Obervatie 1. Echivalenta 2) < 3) se poate dovedi fard invocarea aziomei alegerii.

Teorema 2. Fie A o multime. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1. A finita;
2. Orice functie injectiva f : A — A este surjectiva,
3. Orice functie surjectiva f : A — A este injectiva.

Demonstratie. (Rezultatul este adevarat daca acceptam axioma alegerii). Din teorema pre-
cedenta 1) < 2). Aratam ca 1) < 3). Fie A finita. Atunci, daca f : A — A surjectiva,
avem Imf = A. Presupunem |A| = n, A = {ay,...,a,}. Daca Ji,j € {1,...,n},i # j cu
f(a;) = f(a;), atunci [Imf| < n — 1 contradictie cu |Imf| = n. Reciproc sa presupunem ca
orice functie surjectiva p : A — A este injectiva. Presupunem prin absurd ca A ar fi infinita.
Atunci 4f : N — A injectiva conform teoremei precedente.

a,a ¢ f(N)
Definim g: A = A, g(a) =< f(n—1),a= f(n),n>1
f(0),a = £(0).
Avem ca g este surjectiva, dar g nu este injectiva deoarece g(f(1)) = g(f(0)) = f(0), o
contradictie. O

Propozitie 1. Fie A, B doud multimi numarabile. Atunci A x B $i A+ B sunt numarabile.

Demonstratie. Analizam cazul cand A si B sunt ambele infinite. Celelalte cazuri sunt triviale.
Deci |A| = |N|si |B| = |N|. Atunci |[Ax B| = |A|-|B| = |N|-|N| = INxN|. Dar f : NxN — N,
f(m,n) = (m+n)(m+n+l) + m,Vm,n € N este bijectiva, deci [N x N| = |N|. Astfel
|Ax B| = |N|. Cum |A+ B| = |A|+|B| < |A|-|B| < |N| si A+ B infinita, deci |[N| < |A+ B],
avem |A + B| = |N|. O

Propozitie 2. Fie A o multime infinita si C' o multime numdrabila. Atunci |AUC| = |A].

Demonstratie. (Rezultatul este adevirat daca acceptam axioma alegerii). Fie A infinita.
Deci exista f : N — A injectiva. Adica f : N — f(N) este bijectiva, de unde |f(N)| = |N]|.
Consideram cazul in care C este reprezentat de B cu AN B = & si B numarabila.

Avem A = (A— f(N))U f(N). Deci AUB=(A—- f(N)Uf(N)uUB = (A— f(N))U
(f(N)U B). Stim ca Jp : f(N) — f(N)U B bijectiva deoarece atat f(N) cat si f(N)U B sunt
—

numarabila

,a € f(N

numarabile infinite. Definim functia g : A — AU B prin g(a) = pla),a € f(N) . Avem
a,a € A— f(N)

c& g este bijectivil i |A] = |A U B|. Intr-adevér g este evident surjectivd. Dacii x,y € A

cu g(z) = g(y) atunci fie z,y € f(N), fie z,y € A — f(N). Daca am avea z € f(N) i
y € A— f(N), atunci am obtine p(z) =y € A — f(N). Dar p(x) € f(N) U B, o contradictie.
Am demonstrat ca g este injectiva conform injectivitatii lui p.

Deoarece ANB =& = |AUB| = |A+ B|. Astfel |A+ B| = |A]. Fie acum C' o multime
arbitrara numarabila. Avem |AU C| < |A + C| = |A|. Evident, deoarece A C AU C avem
|A| < |AUC|, de unde conform teoremei Cantor-Bernstein, avem |A| = |AU C]. O

Notam |N| = xq si |P(N)| = 2X° = ¢. Conform teoremei lui Cantor y, < c.
Ipoteza continuului. Intre yg si ¢ nu exista un alt cardinal.

Propozitie 3. Pentru orice mulfime A avem |A| + 1 = |A| daca si numai daca A este
mfinita.
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Demonstratie. Fie B = AU{z} unde 2o ¢ A. Avem |B| = |A| + 1.

Functia ¢ : A — B,i(a) = a,Va € A este injectiva deci |A| < |B|.

Presupunem |A| = |B|, deci 3f : B — A bijectiva. Functia f|4 : A — A definita prin
fla(a) = f(a),Ya € A este injectiva dar f(xg) ¢ f|a(A), deoarece, din injectivitatea lui f,
avem f(xg) # f(a),Va € A, deci f|a nu este surjectiva, de unde avem ca A este infinita.

Reciproc, daca A este infinita, exista g : A — A care este injectiva, dar nu este surjectiva.
Deci Jag € A, ap ¢ g(A) = Img.

v €A
Fie f: B — A, f(z) = 4 I0HT
ag, T = Tg
Avem ci f este injectivi, deci |B| < |A|. In final [A| = |B| conform teoremei lui Cantor
- Bernstein. [l

Propozitie 4. Au loc relatiile:
1. n+Xo = Xo;
2. Xo + Xo = Xo:
3. c+c=c
4. m+c=xot+c=c
d. c-c=c;
6. n-c=x0-c=c;
7. " =c,Yn>0,neN;
8. nX0 =3 =X =¢,Vn>1,n€N;
9. ¢¢ =2°.

Demonstratie. 1) si 2) din faptul ca reuniunea (disjuncta) a doua multimi numarabile este
numarabila.

3) Cc+e=2X0 £ X0 — Q. 9X0 — X0+l — Ix0 —

4)c<n+c< xo+c < c+ec Dar ¢ = ¢+ c ¢ rezulta concluzia din teorema lui
Cantor-Bernstein.

5) Cc-c = 2X0 .9X0 — 9X0tX0 — 9X0 — (.

6) c <n-c<xo-c<c-c=c. Decirezultatul se obtine din teorema lui Cantor-Bernstein.

7) ¢ = ¢, deci ¢ = "1 - ¢ = ¢, conform principiului inductiei matematice.

8) ¢ = 2X0 < pXo < 30 < X0 = (2X0)X0 = 2x0X0 — X0 — ¢ Am folosit teorema lui
Cantor-Bernstein si faptul ca produsul cartezian a doua multimi numarabile este numarabil,

adica xo - xo = xo (I[N xN|=|N]|).
9) ¢ — (200)e — 2xe ¥ ge. O

Propozitie 5. Urmatoarele multimi sunt numarabile: 7., Q.

2 >0
Demonstratie. 1. Functia f : Z — N, f(z) = { 9;’ v _1 0 este bijectiva.
—zx — lL,x <
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2. Deoarece N C Q avem yo < |Q|. Fie Z* =7Z — {0}.

1,>0
Functia g : Z — Z* ¢g(z) = {ij = este bijectiva, deci |Z*| = xo si apoi
r,x <0
|Z x Z*| = xo. Functia f : Z x Z* = Q, f(z,y) = %,V(m,y) € 7Z x Z* este surjectiva
deci |Z x Z*| > |Q|. In concluzie, |Q| = o.
———
X0

]

Propozitie 6. Urmatoarele multimi au cardinalul egal cu c:
1. (0,1) € R;
2. Orice interval real: |a,b), (a,b), (a,b], [a,b] cua,beR;
3. R;
4. R—Q;
5. C.

Demonstratie. 1) Aratam ca nu exista o functie f : N — (0,1) care sa fie surjectiva. Fie
f:N = (0,1). Fiecare numar real f(n) poate fi scris sub forma f(n) =0, a1 Gpp - - - -

Fie b =0,b1by...b, - € (0,1) unde pentru orice n avem ca b,, este o cifra diferita de 0,9
si de an,. Atunci b ¢ Imf, deci f nu este surjectiva. Deci xo < [(0,1)].

Fie acum functia p : {0,1,2,...,9 — (0,1), p(f) =0, fifo... fn... unde f(n) := fn.
Aceastd functie este surjectiva, deci [(0,1)] < [{0,1,2,...9}] = 10 = c¢. Din ipoteza
continuului avem |(0,1)| = c.

2) Deoarece |[AUC/| = |A| oricand A este infinita si C' numarabila avem |[a, b]| = |[a, b)| =
|(a,b]| = [(a,b)|. Fie f : [0,1] = [a,b], f(x) = a+ (b — a)x,Vx € [0,1]. Avem ca f bijectiva,
deci obtinem |[a, b]| = [[0,1]| = c.

3) Functia f : R — (0, 1), f(x) = %+ %arctg(a:) este continua, strict crescatoare (f'(z) =
%1% >0), lim f(z) =0, lim f(z) =1, deci f bijectiva. Astfel [R| = [(0,1)] = c.

+x T——00 T—00
4) Daca multimea infinita R — Q ar fi numarabild, am avea ca R = QU (R — Q) este

numarabild, deci R —Q este nenumarabila (xo < |[R—Q|). Cum |[R—Q| < ¢, avem concluzia.
5)ICl=RxR|=c-c=c. O

Teorema 3. Fie & # A C (R, <) unde < este relatia de ordine uzuald pe R. Daca A este
bine ordonata, atunci A este finita sau numarabila.

Demonstratie. (Se utilizeaza axioma alegerii) Daca A este finita, rezulta concluzia, deci
tratam cazul A infinita.

Fie zg € A astfel incat zp nu este cel mai mare element al lui A (daca acesta exista 1l notam
cu M). Atunci {y € A | 9 < y} # @. Fie m(zy) = minimum {y € A | o < y}. Deci
xo < m(xg), de unde avem ca dq(xy) € Q astfel incat xg < q(zg) < m(zp). Folosind axioma
alegerii, alegem din multimea {q(zo) | zo < q(xo) < m(zo) si ¢(zo) € Q} exact un element
G(xg). Astfel putem defini p : AAN{M} — Q, f(a) = G(a). Fie a,b € A\{M},a # b (presupu-
nem a < b). Atunci a < g(a) < m(a) < b < gq(b) < m(b), deci g(a) < g(b) adica f(a) # f(b)
de unde f este injectiva. Urmeaza |[A\{M}| < xo, deci |A| = |A\{M}| < xo. O



Alte proprietati ale operatiilor cu cardinali.
Consideram A o multime infinita si presupunem adevarata axioma alegerii. Atunci

1. [AxN| =A];
2. Daca |A| < |B|, avem |A| + |B| = |B];
3. |Ax Al = |A]

4. [A" = |A;

(S8

|AA] =124 = 2Ml.

43
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Curs 13: Ordinali

Reamintim definitia unui ordinal.
Definitie 1. O multime o se numeste ordinal daca:
1. Vz)(z€ea—xCa)

2. - Voyy,zea)((zeyny € z) — (x € 2));
- (Vryea)rey =y Ea);
- (VB{(BCaAB#0) = xfz e BAVY(yEB— (x=yVaey)]}
Definitie 2. Fie (A, <) o multime ordonata. O submultime S C A se numeste segment initial

al lui A daca are proprietatea ca, daca x € S, toate elementele mai mici decat x
apartin lui S,

Ve[re S - Vy(lye ANy <zx)—yebl).

Am demonstrat ca intr-o mulfime bine ordonata (A, <) pentru orice segment initial S al
lui A avem S =A saudae AcuS={recAlx<a}.

Definitie 3. Fie (A, <) si (B, <) multimi ordonate. O functie f : A — B se numeste
morfism de ordine daca Vr,y € A din x <y rezulta f(z) < f(y). Morfismul f se numeste
izomorfism de ordine dacd f este bijectivd si f~1 este tot morfism de ordine. Multimile (A, <)
si (B, <) se numesc izomorfe dacd exista macar un izomorfism de ordine f : A — B.

Propozitie 1. Daca (A, <) si (B, <) sunt mulfimi total ordonate, atunci orice morfism de
ordine bijectiv f : A — B este izomorfism de ordine.

Propozitie 2. Fie (A, <) ¢i (B, <) multimi bine ordonate. Atunci are loc exact una din
situatiile:

1. A izomorf cu B;
2. A izomorf cu un segment initial al lui B;
3. B izomorf cu un segment initial al lui A.

Teorema 1. Fie (A, <) o multime bine ordonata. Atunci exista un unic ordinal (o, <)
izomorf cu (A, <), unde pe ordinalul o am definit relatia < prin u < v dacd u € v sau u = v
(relatia < este o relatie de buna ordonare).

Pentru o multime bine ordonata (A, <), ordinalul (a, <) care este izomorf cu (A, <) se
noteaza (A, <).

Propozitie 3. Fie (A, <) si (A, <') multimi bine ordonate. Avem ca exista un izomorfism
intre (A, <) ¢i (A, <') daca i numai daca exista un izomorfism intre (A, <') si (A, <).

Definitie 4. Fie a = A si B = B doud ordinale.

a) Spunem ca o C [ daca ezxista b € B astfel incat A sa fie izomorf cu
Sy={y € By < b}

b) Spunem ca a C 3 daca o C 8 sau o = 3.
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Teorema 2.

1. Daca O este o multime a carei elemente sunt ordinale atunci (O,C) este multime bine
ordonata.

2. Daca « si 8 sunt ordinale, atunci a C <= a < < a C 5.

Operatii cu ordinali

o Adunarea. Fie (4, <) si (B, <) doua multimi bine ordonate. Pe A 4+ B definim relatia
< prin:
(0,a1) < (0,a9) daca a; < ag;
(1,[)1) S (1,b2) daca b1 S bg,
(0,a) < (1,b) pentru orice a € Asi b € B.

Atunci (A + B, <) este bine ordonati i A+ B : © AT B Aceasta definitie este

corecta (nu depinde de reprezentatii alegi pentru clasele de echivalenta modulo a relatiei
de izomorfism). Adunarea are proprietati:
1) a+ (B+7) = (a+ B)+ v pentru orice ordonali «, 3, v;
2) aC e Iy#0cuf=a+7y;
3) aC Bsia C A implicd a+o E S+
4) Daca o C 3, atunci pentru orice ordinal v avem
Ttaty+b,
a+vC B+
5) aU{a} = a+ 1 pentru orice ordinal «;
6) y+a=y+B=a=p
N v+aCy+p8=alf;
a+yCB+y=>alp.
o inmuh;irea ordinalilor.

Fie (A1, <) ¢ (B1, <) doua multimi bine ordonate. Pe prousul cartezian A x B definim
relatia < prin: (a,b) < (a/,0') dacad avem a < a' sau (a = o’ i b < V). Avem ca
(A x B, <) este bine ordonata si A- B : T3 B

Inmultirea ordinalilor are urmatoarele proprietat;:

a(8v) = (af)y, pentru orice ordinali «, 3,7;

a(B + ) = ay + af, pentru orice ordinali «, 3, v;

aC Bsiy# 0= ~yoC vB, pentru orice ordinali o, 3, 7;
a C = ay C B, pentru orice ordinali «, 3, ;

ya C B = o C B, pentru orice ordinali o, 3, ;

vya =8 = a =, Va, 3,7 ordinali.
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Curs 14: Elemente de combinatorica

Fie A, B doua multimi si M C A x B.
Regula produsului pentru determinarea cardinalului multimii M

Daca pentru constituirea unei perechi carteziene (x,y) € M, elementul = poate fi ales in p
moduri diferite si, indiferent de modul in care ar fi fost ales x, elementul y poate fi ales in ¢
moduri diferite, atunci

(M| =p-q.

Obervatie 1. Inductiv, daca M C Ay x... A, si pentru constituirea unei n-uple (1, ..., x,),
x; poate fi ales indepenedent in p; moduri Vi € {1,...,n}, atunci |M|=p;...px.

Definitie 5. Fie X = {xy,...,z,}.

(a) Un sir de lungimea k din X in care fiecare element apare cel mult o datd se numeste
k-aranjament de n elemente. Numdrul k-aranjamentelor de n elemente se noteazd A~ .

(b) Un gir de lungime n de elemente din X in care fiecare element apare exact o data se

numeste permutare de n elemente. Numarul permutarilor de n elemente se noteaza cu
P,.

(¢) O submulfime cu k elemente a lui X (k < n) se numeste k-combinare cu n elemente.
Numdrul k-combindrilor cu n elemente se noteaza CF.

Teorema 3. Pentru k < n au loc relatiile:

" (n —'k:)! ’
2. P, =nl;
ko_ n!
5 Cn = =)
Demonstratie.

1. Fie z;,x;, ... x;, un k-aranjament de n elemente din X. Atunci x;, poate fi ales in n
moduri. Independent de alegerea lui z;,,z;, poate fi ales in n — 1 moduri pentru ca

x;, poate fi oricare dintre x4, ..., z, mai putin z;,. Continuand procesul de alegere x;,
poate fi ales iIn n — (k — 1) = n — k + 1 moduri, deoarece poate lua orice valoare dintre
x1,...,T, mai putin valorile luate deja de z;,,...,x;,_,.

Asadar, conform regulii produsului, vom obtine ca:

Afizn(n—l)...(n—k:—l—l):m.

2. P,=A =nl

3. Fie A(X, k) multimea k-aranjamentelor din X si C(X, k) multimea k-combinarilor din
X. Definim functia:
p:AX k) = C(X, k)
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prin p(x;, iy .. 2,) = {xi, ..., 2, } oricare ar fi x;,,...,x; un k-aranjament din X.
Evident p este surjectivd. Mai mult, VA € C(X, k), |f'({A})| = k! pentruca f~'({A})
contine exact toate k-aranjamentele care se pot forma din cele k-elemente ale lui A, in
total P, = k! astfel de k-aranjamente.

Se verificd imediat ca A(X, k) = Uacoxn /7 ({A}D-
Evident, dacd A, B € C(X,k) cu A # B avem f~'({A}) N f~'({B}) =

Deci [A(X, k)| = ZAGC’(X,k) IfH{AD] = ZAeC(X,k) kl=Cy - kL.
k

. A !
k_ Ay n!
Dect G = % = it — o1
O
Proprietati:
1. CF=Cn

2. Ck=CF_, + O 1

n—

3. 3% ChChh = CF

m+n?

4. Ch=C

Relatiile (1), (2) si (4) se verifica direct. Pentru (3) se foloseste relatia
(I+az)""=1+z)"(1+2)"

si formula de mai jos:

(14 x)" ZC’k (%),

Demonstratie. Proceddm prin inductie dupa n. Fie P(n) : (14 )" = >_}_, Cka*.
Evident P(1) este adevarata deoarece 1+ x = CVY + Clz. Presupunem afirmatia

n

(1+2)"= Z Chra®

k=0

n+1 Crk

adevarata gi ardtam ca (1 + z)"™! = % 12" este adevdrata. Intr-adevir

(1+z)"™ =1 +2)"(1+2) ZC’kkl+x ZCS:EquZCSka:

CO+Clot -+ O™ + Ol + Cha® + -+ Ol =
CO4+2(CO+CHY+2*(CL+CA) + -+ 2™(C + O 4+ Ol =

Cho+Chpx+Cra® + -+ Cp 2" + Cpta™!
deoarece C%, | = CF 4+ CF1,
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Obervatie 2.

n /¥ n k n
(x+y)" =a" <1 + %) (:).CEn Z C’,’f(%) = Z CFa"*y* (Binomul lui Newton).
k=0

Teorema 4 (Principiul includerii i excluderii). Fie Ay, ... A, mulfimi finite. Avem

:ZlAi|_ Z | A, NA,+ ...
i=1

1<ii<ig<n

U

1=

n
A
1

FEDEE DT AN A (1)

1< < <ip<n

Demonstratie. Procedam prin inductie dupa n. Pentru n = 2 avem:

|A1 U Ag| = |Aq| + |A2 — A4
si
|As] = |Ay — Az] + |A1 N Asl.

Am folosit ca, daca AN B = @, atunci |[AU B| = |A+ B| = |A| + |B|.
Deci |A; U Ay| = |Ay] + |Ag] — |A1 N Ag| (¥). Acum sa presupunem ca afirmatia din enunt,
este adevarata pentru un anumit n si aratam ca ea este adevarata pentru n + 1. Avem:

n+1 n o | n n
=1 i=1 =1 i=1
n+1 n n
oAl = >0 AN A+ (DA = [UAiN Ang)| =
=1 1<i1<i2<n =1 i=1
n+1 n+1
STIAI= Y AN A+ (D)) Al
i=1 1<iyi<iag<n+1 i=1

Teorema 5. Fie A i B doud multimi cu |A| =m gi |B| =n. Atunci:
1. |BA =|{f: A— B f functie}| = n™;

ml,m=n

2. {f: A— B f functie bijectiva}| = {
0,m#n

A'm <n

3. {f:A— B f functie injectiva}| = {
0,m>n

(= 1FCh(n — k)" m > n

4. {f : A= B f functie surjectiva}| = {
0,m<n

Demonstratie.
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1. Procedam prin inductie dupa m. Daca m = 1, evident numarul functiilor de la A la
B este n. Intr-adevir A = {x,}, iar f(zo) poate fi ales in n moduri. Presupunem
| BA| = nl4l pentru orice multime A cu |A| < m—1. Fie |A| = m. Atunci A = A'U{z}
unde [A'| =m —1giz€ A,z ¢ A

Oricarei functii f : A — B i se asociazd in mod unic f|lp0 : A — B,
flar(a) = f(a),Ya € A'. Pentru fiecare functie g : A’ — B putem construi n functii
g(a),a € A’

distincte ¢° : A — B,b € B definite prin g°(a) = )
y = 20

. o . . ! _ . . —
Conform ipotezei inductive |B4'| = n™! i deci |BA| =n -n™"1 =n™

2. Daca n # m evident nu exista functii bijective de la A la B. Analizam cazul n = m.
Procedam prin inductie dupa m. Pentru m = 1, afirmatia este triviala. Presupunem
adevarata afirmatia pentru |A| = |B] = m — 1. Fie acum A si B doua multimi cu
|A| = |B| = m. Fiexg € Asi A" = A—{x}. O functie bijectiva f : A — B este complet
determinata de functia bijectiva fla : A — B — {f(x0)}, flar(a) = f(a),Va € A’ si
de valoarea f(xy). Conform ipotezei inductive si a regulii produsului, deoarece f(zg)
poate fi ales in m moduri, iar f|4 poate fi ales in (m — 1)! moduri, avem ca f poate fi
ales in m(m — 1)! = m! moduri.

3. Pentru orice functie injectiva f : A — B, functia g : A — Imf, g(a) = f(a),Va € A
este bijectiva. Asadar functia f este unic determinata de g si de Imf. Imf poate fi
aleasa In C!™" moduri (fiind o submultime cu m elemente a unei multimi cu n elemente)
iar g in m! moduri. Conform regulii produsului, f poate fi aleasa in m! - C" = A"
moduri in cazul n > m. Daca n < m evident nu exista nici o injectie de la A la B.

4. Fie A = {xy,...,2n}, B={y1,....yn}t. Fie Sy ={f: A — B | f surjectiva}. Fie
Ai={feB" |y ¢ Imf},ie{l,...,n}.
Atunci |Spn| = |BA — U A = n™ — |UL, Ail. Dar 4; = {f : A — B — {y:} |
f functie}. Mai mult, pentru k € {1,2,...,n}, 1 < i} < iy < -+ < i < n, avem
Apin--nA, ={f:A— B—{Yi,, Yip, - - -, Yi,. } | f functie}.
Asadar |A;| = (n—1)",...,|A;,N---NA;, | = (n—k)™. Conform principiului includerii
si excluderii obtinem

|Simn] :”m—iMiH' > A N A, -+
i=1

1<i1<ia<n

DR DT AN N A (D) AN N A =

1<i1 << <n

n™ —Cln—1)"4+C3*(n —2)™ — -+ (=1)*CHn — k)™ + - + (=1)"tor



